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前 ， 言 


群 论 是 对 称 性 的 一 种 抽象 措 述 .从 19 世 起 由 法 国 数学 家 您 罗 
华 {E "Galois》 首次 创立 群 的 概念 开始 ,至今 已 经 押 了 一 百 多 年 。 
群 论 研究 已 取得 很 大 进展 ， 它 不 仅 在 近代 物理 名 个 学 料 中 得 到 了 
广泛 应 用 ， 其 至 还 波及 到 化 学 、 生 物 学 等 诸多 学 科 ， 并 取得 了 许 
多 非 风 成 就 。 它 是 现代 物理 学 工作 者 必须 系统 了 解 的 一 种 研究 基 
础 ， 许 多 高 校 已 把 群 论 列 为 物理 系 高 年 级 学 生 的 选修 课 和 研究 生 
必修 基础 课 。 

作者 通过 多 年 在 山东 大 学 物理 系 讲授 群 论 课 和 多 次 举行 的 全 
国 善 期 群 论 讲习 班 ， 深 切 感受 报 需 一 本 适合 初学 者 的 基础 群 论 载 
材 ， 把 比较 抽象 的 理论 能 深入 小 出 地 介绍 给 初学 者 ， 并 能 尽快 地 
应 用 群 论 方法 笋 些 研究 。 本 上 书 是 在 多 次 编写 讲义 的 基础 上 ， 结 合 
则 身 的 教学 和 研究 工作 体会 ， 并 考虑 到 群 论 的 一 些 新 的 发 展 和 应 
用 而 编写 的 。 

本 书 假 定 淡 者 已 具备 了 量 予 力学 和 线性 代数 的 基础 知识 ， 在 
此 基础 上 自 成 体系 闻 介绍 了 物理 学 中 常用 的 群 论 志 法 。 为 了 便于 
学 者 了 解 和 应 用 ,不仅 在 各 章 立 后 都 附 有 习题 ， 读 者 可 通过 做 习 
题 加 深 对 群 论 概 念 的 理解 ; 而 县 在 第 四 章 和 第 七 章 后 面 分 别 介 绍 
了 和 群 论 在 量子 力学 和 粒子 物理 应 用 方面 的 一 些 重要 上 成果。 由 于 篇 
幅 所 限 和 考 嵌 到 与 群 论 并 行 的 吨 一 门 研 帘 生 基 础 课 《 高 等 量子 力 
学 》 已 详细 地 介绍 了 旋转 对 称 性 的 角 动 量 理 论 ， 本 书 出 版 时 略 去 
了 有 关 SO C3) 群 那 一 章 。 因 为 本 书 是 针对 物理 学 科 的 研究 生 和 理 
论 物 理工 作者 而 写 的 .因此 忌 可 能 避免 数学 上 的 抽象 完整 证 明 , 而 
力求 理论 阐述 准确 清楚 ， 内 容 安 排 上 由 滤 入 深 ， 多 举 实 例 ， 为 求 
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本 书 通 俗 易 小 ， 复 于 灵活 应 用 。 本 书 前 四 章 可 作为 物理 系 研 究 生 
的 通 有 同 群 论 教材 ， 而 后 三 章 讲 述 李 群 、 事 代数 及 其 应 用 ， 可 傣 为 
理论 物理 专业 研究 生 的 群 论 补充 教材 ， 识 可 供 理 论 物 理工 作者 盎 
孝 。 

由 于 作者 水 平和 时 间 所 限 ， 书 中 难免 有 错误 和 不 要 之 处 ， 晨 
请 读者 予以 指正 。 

最 后 作者 赴 心 感谢 念 寿 编 和 王 承 瑞 救 援 对 本 书 的 贡 心 ， 并 特 
别 感 谢 山 末 大 学 教材 基金 委员 会 和 山东 大 学 出 版 社 对 该 书面 世 的 
支持 。 


候 云 管 
1997 年 5 月 于 济南 
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第 一 章 ” 抽象 群 概论 


物理 学 家 要 描述 物质 从 界 ， 往 往 要 异 助 于 数学 。 而 群 论 正 是 
在 近代 物理 学 的 各 个 领域 中 获得 了 日 盖 广 泛 应 用 的 重要 数学 分 
支 ， 恕 固体 物理 .原子 物理 、 核 物理 及 粒 于 物理 ， 蕉 至 极其 复杂 
的 各 种 临界 现象 所 以 能 得 到 迅速 发 展 ， 都 与 赂 论 的 美妙 而 成 功 地 
应 用 密 急 相关 。 目 前 在 物理 学 和 物理 化 学 的 许多 学 科 中 ， 和 群 论 已 
成 为 不 可 缺少 的 数学 基础 。 

数学 家 往往 对 抽象 群 理 沱 的 形式 发 展 有 兴趣 ， 而 在 各 个 物理 
学 科 及 量子 化 学 的 研究 中 ， 群 表示 理论 的 直接 应 用 更 为 重要 。 河 
号 ， 本 章 只 讨论 对 理解 群 玫 未 论 所 需要 的 那些 抽象 群 概 念 ， 它 的 
发 展 已 有 160 多 年 的 历史 。 


$1.1 集合 与 映射 


1 一 1 集合 


集合 是 着 干 《有限 个 或 无 限 个 ) 可 相互 区 别 的 具有 一 定 特 征 
的 事物 的 总 体 ,或 简称 为 集 。 若 事物 a 包含 在 集 4 中 ， 则 称 & 是 
取 的 一 个 元 素 , 记 为 a€ 坟 着 集合 4 不 包 舍 元 素 六 则 记 为 5 入 对 
或 BEA。 

有 限 集 合 只 包含 有 限 个 元 素 。 恕 4 个人、 个 点 或 zz 个 操作 ; 
而 可 数 无 限 集合 含有 无 窃 多 个 可 数 的 客体 。 如 所 有 的 自然 数 集 和 
育 、 介 数 集 : -一声 实数 、 复 数 或 漆 呵 周 的 连续 转动 等 由 是 不 可 数 
匹 限 集合 。 不 包 售 任 何 元 素 的 集合 称 之 空 集 ， 通 常 记 为 她。。 


车 A 与 8B 是 两 个 集合 ,是 A 的 任何 元 妇 又 是 BB 的 元 索 , 则 称 
A 是 如 的 子 集 ,或 称 训 是 和 4 的 包 集 ， 记 为 
7B 或 BA4 
若是 8 的 子 集 , 且 B 的 某 些 元 素 不 包含 在 A4 中, 则 称 A4 是 
如 的 真 (固有 ) 子 集 ， 记 为 
ACB 或 BOA 
下 与 B 的 并 和 集 是 4 和 8B 的 全 部 元 素 集 C， 记 为 
C=AUB 
C= { 开 | 站 EA4 或 B8} 
及 与 B 的 交集 量 由 4 与 台 共 有 元 素 所 构成 的 集合 C， 记 为 
C=ANMB 
C= {XIXEA 和 和 XEB)} 
4 与 刀 之 差 集 是 属于 集合 4， 但 不 属于 集合 B 的 元 素 集 C， 
记 为 
C=A—B 
C= {XIXEA 和 XB} 
集合 4 与 旦 的 并 集 、 交 和 集 和 着 集 可 由 图 1. 1 形象 地 表示 出 
来 。 


B 


AUB ANB 4 一 上 
图 1.1] 并 集 . 交 集 和 差 例 。 
4 门 如 一 六 称 之 集合 4 与 总 不 相交 。 若 BC4, 则 称 4 一 8 
为 上 的 补 集 。 
设 4, 召 与 C 蚌 三 个 任意 集合 ,它们 上 共有 以 下 性 质 ， 
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交换 律 


结合 
分 配 律 
吸收 律 


传递 律 


AUB=BUA;ANMB=BNMA4 
(AUB}YUC=AU UOC) 
ANMNBNMNC=ANMGBNOY 
AUBINC=AANOU NO 
ANBUC=AUONBUC) 
AUB}INMA=A 
‘ANMNB}UA=A 

ACB, BEC,N AEC 


反对 称 律 从 AEB,BCA=A=B 
由 两 个 集合 4 二 fa;} 和 种 =={5,) ,可 定义 它们 的 直 积 集合 ,其 
元 素 以 有 序 元 素 对 (6 家 示 ,并 满足 ta 区 一 (aa 一 人 和 
一。 直 积 集合 记 为 
ACB={{a.6) Ia EE ADEB} 
车 4 和 避 分 别 包 含 x 个 和 sm 个 元 索 , 则 其 直 积 集合 将 全 有 nn- 
个 元 素 。 图 1. 2 可 说 明 直 积 集合 的 含义 。 


图 1.2 和 直 积 集合 A@B 


1 一 2 上 映 射 


设 有 次 个 集合 4 与 8, 如 果 存 在 -个 对 应 法 则 产 使 之 4 中 
的 任意 元 素 2 唯一 地 对 应 B 中 元 素 5, 则 称 地 为 从 A 到 有 BB 的 上 映 
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届 , 记 为 

4 一 (或 4 二 有) 

就 某 个 元 索 而 言 , 可 表示 为 = aaEG4d6E。 称 44 为 肌 
射 下 的 定义 域 , 曾 二 4) 一 1FCayleE4} 为 了 的 值 域 。 称 去 为 = 的 
悚 ,a 为 5 的 -: 个 像 源 .。 

如 果子 利 才 是 下 个 定 习 域 相同 的 有 映射 ,对 任意 元 素 aeEG4 都 
有 六 wj) 一 g(a) 则 称 映 射 了 和 gg 相等 , 记 为 ==g。 若 4 的 伞 体 元 
素 部 以 B 的 某 个 交 定 元 素 如 为 像 , Fa) 一 各, 刚 称 了 为 以 名 为 值 
的 常数 映射 .而 对 任 一 元 素 2a€ 4A, 都 有 fta)==a, 则 称 广 为 4 的 恒 
等 映射 . 恕 果 肌 射 了 4 一 >B 满足 六 4)=8, 则 称 了 为 4 到 BB 的 
满 映射 。 

车 一 个 映射 使 4 中 的 不 知 元 素 对 应 着 8 中 的 不 同 元 素 , 则 称 
它 为 一 一 上 映射 .一 一 满 映射 存在 道观 射 , 因 此 叉 可 议和 焰 此 鼎 射 称 为 
可 送 映 射 或 双向 鼎 射 。 

设 肌 射 f: A 一 8B,g:B>C, 则 可 定义 鼎 射 ;A 一 C ,其 中 ca) 
二 gCf(2)) , 则 称 六 为 g 各 下 的 履 积 映射 , 记 为 

A=g* 上 (1. 1,.1) 

显然 履 积 映射 满足 结合 律 :h: tg: 门 一 (hg) :了 

设 了 是 4 和 4 的 百 积 集 全 到 吕 的 映射 , 则 称 上 为 二 蛮 元 映 
射 , 可 表示 为 : 

Fa 一 站 aE A a EA,bE BY) 

集合 到 其 自身 的 鼎 射 称 之 该 集合 上 的 变换 。 侈 如 ,xy 平面 绕 

人 轴 旋 转 ;将 使 平面 上 一 点 坐标 (zy 一 Cz! 3 )o 


四 


I 立 cosd —sind\ /ir 
( )—( )= 人 } ) (x ryE R10 2n) 
y ¥ sing cosBi\y 


这 种 旋转 给 出 了 直 积 集合 R@R 上 的 一 个 变换 。 
对 于 任意 -个 由 和 到 8B8 的 双向 映射 让 都 有 对 应 的 逆 鼎 射 
六 "车 I 和 分别 代表 有 4 与 8 的 恒 等 映 射 ,不 难 汪 明 
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六 。 一 5 Fl» f= £1. 1.2) 
黄 个 又 向 映射 和 6 的 屏 积 映射 的 逆 映 射 满足 所 谓 的 靳 福 关 系 : 
Cf rg mg fF! 《1. 1. 3) 


1 一 3 等 价 关系 


集合 4 二 {abc} 上 元 素 癌 的 等 价 关 系 ( 以 中 表 示 ) 满 足 
以 下 茶 件 ， 

1” 自 瓜 律 :gioaya€ 妨 的 任意 元 素 

2"” 对称 律 :车 ac?68, 则 pera; 

3” 传递 律 ;车 acp2B,5coc, 则 acor。 

例如 , 没 4 东平 面 了 所 有 二 毕 形 的 集合 。 显 然 , 一 青 形 的 相似 
美 系 就 是 一 种 等 价 关系 ,因为 全 体 相 似 三 角形 满足 以 上 三 个 杀 件 。 
同样 , 三 请 撒 的 爹 等 美 系 和 面积 租 等 关系 也 都 是 等 价 

伍 是 ,并 非 任何 关系 部 蚌 等 价 关 系 。 例 如 ,实数 集合 中 的 大 于 
关系 “>" 或 小 于 关系 “之 ”等 就 不 是 等 价 关系 。 因 为 这 类 关系 不 存 
在 自 友 律 和 对 称 律 。 

按照 等 价 关 系 果 将 集合 4 的 全 部 元 素 分 为 若干 个 等 价 类 ,给 
定 - 一 种 等 价 关 系 , 那 么 就 可 以 把 全 部 与 基 一 元 索 a 等 价 的 元 素 归 
开 域 一 类 和 , 回 类 元 束 必 互相 等 价 , 帮 每 一 类 将 由 其 中 任 一 元 束 
雇 定 ,但 是 ,如 果 取 一 个 不 属于 类 A 的 元 素 5, 则 它 所 相应 的 类 4 
不 证 能 与 类 4。 有 共同 的 元 素 , 因 为 若 假 设 有 共同 元 素 =, 则 有 cca 
和 cc25, 由 等 价 关系 的 传递 律 可 知 46585, 即 5E A ,这 与 前 古寺 盾 ， 
故 沾 同类 不 相交 。 每 个 等 价 类 都 是 4 的 - -个子 集 ,4 的 每 个 光束 
必 有 属于 某 仿 等 价 类 。 困 此 4 被 分 成 了 潍 两 不 相交 的 等 价 类 。 

将 各 个 等 价 类 整体 作为 一 个 元 索 , 这 些 新 定义 元素 的 集合 称 
为 商 集 合 。 例 如 , 设 入 是 整数 集合 ,m 是 个 特定 整数 。 若 整数 a 与 
5 之 其 能 被 xm 整除 , 则 称 a 与 5 对 于 模 xm 辐 余 , 记 为 4 二 pl)。 不 
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难看 出 ,“ 志 ”是 等 价 关系 ,这 时 的 等 价 类 就 是 对 于 模 x 的 同 余 类 。 
显然 ,a 所 在 的 类 是 所 有 整数 4 十 kk 为 任意 整数 ?构成 的 集合 
记 作 a, 则 NN 所 分 成 的 等 价 类 如 下 ， 
0= {0 mm On ZR }， 
2 人 ,一 2 十 1 和 十 1 1 十 1 2 十 1 Yo 
m—T= {Oo OO Oo }。 

由 这 加 个 问 余 奖 构 成 的 集合 就 是 商 集 合 , 当 吏 为 2 时 , 则 将 内 分 
成 为 偶数 和 奇数 两 个 等 价 类 。 


$1.2 群 和 实例 


2 一 1 群 的 定义 


抽象 地 说 , 群 是 一 些 不 同 元 素 的 集合 一 gi} 。 而 这 些 元 带 按 
着 荆 手 的 组 合 规则 (通常 称 之 群 的 习 法 ， 它们 可 以 是 加 法 .乘法 、 操 
作 变 换 和 矩阵 索 法 等 ) ,满足 下 述 四 个 条 件 ， 
1” 封闭 性 :对 G 的 任意 二 个 元 素 BivgiE CC 在 定 兴 的 群 乘法 
运算 下 ,合成 的 新 元 素 仍 是 如 中 的 某 个 元 素 , 即 g,* gj 二 gEG; 
2"” 结合 律 :G 中 任意 三 个 元 素 gj、g; 和 gi; 都 有 (gi gj 2: 
一 8 (Bg; 0 
3” 存在 唯一 的 单位 元 素 eEG, 对 任意 元 素 g;EG, 则 有 
ee ”和 一 有 2 一 各 
4 任意 元 素 g&; 和 ce， 都 有 相应 的 道 元 豆 87 ,满足 
EB:* Bi l=—g,! 器 [一 个 
以 上 四 点 必须 同时 笠 到 演 导 的 集合 才能 构成 一 个 天 . 群 元 素 
的 个 数 叫 敏 群 的 阶 。 阶 为 有 限 数 的 称 之 有 限 群 ;反之 叫做 无 限 群 。 
无 限 群 又 可 分 为 离散 群 和 连续 群 . 若 群 元 素 是 可 数 无 限 的 , 称 之 离 
散 群 ;而 群 元 素 是 不 可 数 无 限 的 , 则 称 之 连续 群 。 如 果 对 群 避 的 任 
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意 两 个 厄 素 g 入 都 满足 可 交 撞 性 C(g，f 二 A 了 +g), 则 称 G 为 阿 
四 名 (Abel}) 群 。 

例 1 由 复数 1,i, 一 1,-i 组 成 的 集合 ,在 普通 因 法 下 形成 四 
阶 群 。 

例 2 所 有 实数 集合 在 加 法 运算 下 形成 一 个 连续 寿 。 其 单位 
元 染 e 一 0, 遇 ea :一 一 汪 耐 全 体 正 实数 集合 在 乘法 运算 下 也 形成 
连续 群 , 共 e 一 1,a ! 二 ]/a(a€ 0)。 

例 3 沿 贺 抽 旋 转 2x/n 角 整 数 们 的 一 切 转动 操作 将 构成 - 
个 如 阶 群 ;而 沿 圆周 转 8(0 志 9 志 27) 角 的 全 体 转动 将 形成 一 个 连 
续 群 。 这 是 个 二 维 空间 旋转 群 ,通常 记 为 SOC2)， 

例 4 绕 三 维 空间 某 一 加 定点 的 全 体 转 动 也 将 形成 一 个 连续 
寿 , 通 常 记 为 SOC(3)。 

例 5 若 以 筷 阵 霖 法 定义 为 群 乘法 , 则 全 体 ”xn 的 实数 非 奇 
异 和 矩阵 集 也 将 形成 -个 群 ,通常 以 CEka,R) 称 记 它 ;而 这 些 和 皇 阵 
中 ,其 行列 式 为 十 1 的 子 集 也 将 形成 一 个 群 ,以 SLcn ,有 R) 标 记 它 。 

前 三 个 实例 是 阿 贝 尔 群 , 后 两 个 是 非 阿 抽 尔 群 . 最 简单 的 群 是 
只 有 一 个 单位 元 素 e。 稍 微 复 杂 一 点 的 群 只 有 :个 元 素 {e,a} ,根据 
群 的 封闭 性 可 推 得 a，4 一 。。 如 集合 {1, 一 1} ,在 乘法 下 形成 二 阶 
群 : 三 阶 群 的 二 个 元 素 为 {fe.a, 引 根据 群 的 性 质 可 以 推 灯 a， 45= 双 
“4 二 e 和 aa=. 因此 对 任何 意义 下 的 三 阶 群 , 它 的 三 个 元 索 必 
定 是 ferara?} 形 式 , 日 x; 二 ee。 其 元 素 可 写成 为 {eyaya?y er 1 
形式 的 有 阶 群 称 之 n 阶 循环 群 ,这 里 的 是 满足 a*=e 的 最 小 非 
等 正 整 数 。 从 以 上 讨论 可 以 看 出 ,三 阶 以 下 的 群 都 蚌 循 环 群 ,而 循 
环 群 必 是 阿 贝尔 群 。 对 于 任意 群 苑 已 EG, 满 足 好 一 e 的 最 小 正 整 
数 a 称 为 g; 的 阶 数 ,显然 ,有 限 群 的 都 必 为 有 限 正 整数 。 

我 们 特别 感 兴趣 的 是 所 研究 的 物理 系统 绕 定 辅 或 定点 转动 ， 
反射 .平移 或 全 同 粒 子 间 和 置换 等 操作 后 ,使 物理 系统 保持 不 变 的 操 
作 集 合 所 构成 的 群 , 称 它 为 变 挽 群 , 它 的 每 个 元 素 剖 是 一 种 对 称 变 
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换 . 不 难 证 明 ,一 个 物理 系统 的 一 场 对 称 变 换 之 集合 是 满足 群 的 四 
个 条 件 。 


2 一 2 ”乘法 表 


群 元 素 之 积 可 用 一 个 方形 表 给 出 ,此 表 叫 做 群 的 冬 法 下 或 拉 
丁 方 。 设 有 一 个 6 阶 群 G= {eya,b,cyd ,了 ,其 习 法 表 如 表 1.1 所 
示 。 此 表 给 出 G 群 的 猴 法 规则 .例如 aa :5=a;f 5 二 cl， 了 =e 等 。 

圳 1.1 一 个 5 和 究 群 的 飞 法 表 


有 从 表 1. 1 看 出 ,这 是 个 非 阿 贝尔 群 , 同 时 可 知 , 它 的 某 些 子 集 ， 
如 {eej,te' 2 六 等 在 原 定义 的 群 乘法 下 又 各 自 形 成 一 个 群 , 这 就 
导致 了 下 面子 群 的 概念 。 


2--3 子 群 . 陪 集 各 群 心 


定义 ; 群 G 的 子 集 瑟 , 如 果 对 于 GG 的 霖 法 运算 下 也 构成 群 ; 则 
子 集 HH 称 为 该 群 的 一 个 子 群 。 按 定义 ,任何 群 都 有 了 两 个 显然 子 群 ， 
一 个 是 只 有 单位 元 素 {e}, 另 一 个 是 群 本 身 , 又 称 这 两 个 显然 子 群 
为 平 良子 群 。 除 此 以 外 的 其 它 子 群 称 之 真子 群 或 固有 子 群 。 

在 上 述 群 的 实例 中 ,不 难看 出 绕 定 辅 转 2x/n 角 整 数 倍 的 = 阶 
循环 群 则 是 SOC2) 群 的 一 个 子 群 ;而 SO(2) 叉 是 SOC3) 的 一 个 于 
群 。 
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循环 子 群 是 子 群 的 重要 例子 , 它 是 由 群 口 的 其 个 元 素 gj:EG 
的 一 切 正 整数 次 短 所 组 成 。 设 避 为 有 限 群 , 则 g; 的 整数 医 ge， 
go 不 可 能 全 不 相同 ,必然 存在 好 一 引 , 为 明确 起 见 , 可 设 
im 就 有 外 一 中。 当 是 最 小 的 正 束 数 时 , 则 1 8? ,2)， 
a 8! 1! ,8! 一 e} 将 给 出 该 循环 子 群 的 全 部 元 素 。 

定义 : 设 和 群 上 有 一 个 子 秤 如 = {#) ,假定 元 隶 zxEC 但 村 豆 ， 
则 称 集合 uH 一 {hi th thes …) 为 EE 生成 子 群 已 的 去 陪 
( 旁 ) 集 。 显然 , 左 陪 集 元 素 个 数 等 于 五 的 阶 ( 设 下 为 有 限 群 )。 当 
x# 从 右 合 才 以 吾 的 所 有 元 素 时 ,将 得 到 = 生成 五 的 右 陪 集 Hu， 
通常 左 、 右 两 障 集 不 同 . 以 表 1.1 欧 6 阶 群 为 例 , 子 集 = {ed 六} 
是 它 的 一 个 三 阶 子 群 , 而 aH 二 {asbyecl ,BH 一 {bycya} ,cH= {ca， 
5 可 见 这 个 6 阶 群 相对 子 群 二 只 有 一 个 左 陪 集 。 

和 定义: 回 群 上 的 任何 元 未 都 对 易 的 全 体 元 素 集 合 , 称 之 群 
的 中心 ,简称 群 心 , 记 为 ZICG)。 即 如 时 gEZ0G), 风 gg*， go 一 
Bo* ELBEC), 

不 难 证 明 ,Z4G) 是 群 6 的 一 个 阿 中 尔 子 群 。 但 反 过 来 不 … 定 
正确 。 如 表 1.1 的 6 阶 群 含有 2 阶 阿 中 尔 子 话 {ealj ,然而 4 * 5 二 
dc 一 了 订 见 子 群 tfe,a} 并 非 它 的 群 心 。 


2 一 4 群 的 同 构 与 同 态 


完 久 :如 果 两 个 群生 和 中 和 存在 从 G 到 二 的 -… 一 满 映 射 , 则 此 
映射 维持 群 的 乘法 表 不 变 , 则 称 群 G 与 F 同 构 并 记 为 GOF 。 也 就 
是 说 群 避 = {ge} 和 二 一 {fs} 他 存在 满足 以 下 两 条 件 的 映射 了; 


rr 
让” rn 


2 Eg ge gf fo 
沿 个 同 构 的 抽象 群 具有 同样 的 群 法 吉 , 如 果 有 两 个 群 间 时 与 
第 三 个 群 间 移 , 则 这 贿 个 群 也 是 个 此 同 移 的 , 同 构 是 - -个 等 价 关 
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系 。 有 时 又 将 彼此 同 构 的 群 视 为 同一 个 抽象 群 的 不 同 实现 。 例如 ， 
GG={1,i: 一 1， 一 让 在 冬 法 下 二 个 四 阶 群 ,而 六 一 { 有, 号, 在 赎 


阵 乘 法 下 也 形成 一 个 4 阶 群 ,其 中 7-(。)) ,4={( -路 


-1 0 0 一 :1 
2 一 ),c=( ) 1] 二 一 J 7 CA, lo B8 
0 1 1 0)* ” 册 


一 =C, 则 GG 与 下 同 构 , 它 们 是 同一 个 4 阶 抽 象 群 的 两 个 不 辐 
实现 。 久 如 模 为 1 的 复数 集合 G= {e) 与 SOC2) 二 {Ro} 也 是 两 个 
同 构 连续 群 。 其 中 0<9<<2x, 而 
(9 0) 
sind cosf 
定义 ;如 果酒 个 群 G 与 下 存 宪 着 从 GG 到 下 的 保持 群 环 法 的 
满 映射 , 则 称 群 C 与 斑 同 态 ,并 表示 为 GoF 。 
同 态 也 是 一 种 等 价 关 系 。 它 虽 是 满 映 射 , 但 并 不 是 一 一 映射 ， 
即 下 的 一 个 元 率 可 对 应 着 G 的 多 个 元 束 。 同 构 与 同 态 的 异同 可 用 
图 1. 3 形象 表示 出 来 。 


G 


图 1.3 同 构 与 同 态 
例如 ,平面 刚体 变 摘 群 Ma: 一 (Too 与 SO(2) 是 同 态 的 ,SO 
《2 的 一 个 元 素 将 对 应 M4 的 无 穷 多 个 元 素 。 对 称 变换 了 。。.* 使 之 平 
面 上 坐标 为 Cz,y) 的 一 点 变 为 坐标 为 (z',y) 的 男 一 点 ,其 中 
(Te * XSind 。 ”te ( AbER ) 
y y'sind » z+cosd 。，y 十 OO 2 


31.3 和 群 的 基本 性 质 


我 们 将 抽象 群 所 具有 的 重要 性 质 归纳 为 基 个 基本 定理 ,它们 
对 研究 群 结 构 及 表示 理论 起 重要 作用 。 

为 讨论 问题 方便 起 见 , 以 后 用 g 表示 避 群 的 任意 元 素 。 对 于 
关 险 有 限 群 , 则 * 取 从 1 到 = 这 ?个 自然 数 ;车 如是 连续 群 , 可 视 = 
为 群 元 束 的 实 参 数 。 当 “= 在 给 定 范围 内 改变 (或 称 w 跑 过 整个 群 ) 
时 ,g. 将 给 出 呈 仅 仅 一 次 给 出 群 台 的 所 有 元 素 。 

定理 一 : 设 * 为 群 如 ={&-)} 的 任 一 元 束 . 则 当 = 跑 过 整个 群 
时 ,az 。*，&e 或 go 将 给 出 且 仅 仅 一 次 给 出 群 C 的 所 有 元 素 。 这 就 
是 所 谓 重 排 定 理 。 从 上 土 述 的 6 阶 群 屠 法 表 可 着 出 ,和 群 元 素 在 每 一 行 
《 列 ? 中 的 排列 次 序 与 其 它 行 ( 列 ? 中 的 排列 各 不 相同 。 

证 明 ; 因 为 EG, 区 ww :二 侣 , 令 5 代 表 避 的 任 一 元 素 , 则 由 和 群 
的 封 闲 性 , 必 有 uw ! :v=g.:EG, 岗 边 同 时 左 科 元 素 , 则 得 v=t* 
:就 是 说 群 6 的 任 一 元 素 都 可 写成 ww ， gs 形式 。 

再 证 明 a 值 不 同时 ,x*， ge 给 出 不 同 元 素 。 假 设 取 两 个 不 同 
值 m 和 as, 则 Bo Ee,o 如 果 这 时 对 应 的 z， Eon" Ea ; 则 在 此 式 
两 边 左 琵 x “ 则 得 gs 一 gs。 这 与 g: 仅仅 一 次 给 出 全 部 群 元 素 相 了 矛 
盾 , 族 此 定理 证 毕 。 

定理 二 : 子 群 五 的 两 个 左 (或 右 ) 陪 集 或 者 含有 全 同 的 元 素 ， 
或 者 没有 任何 共 阿 的 元 过 。 

证 明 : 令 如 和 wz 是 子 群 日 的 两 个 左 陪 集 , 如果 这 两 个 左 
陪 集 有 一 个 外 同 元 素 。 

HI" he 一 itz * hs, 
则 有 ua=he * ha EH 
根据 定理 -可 知 , 当 & 跑 过 子 群 互 时 ,ai As 将 给 出 五 的 
所 有 元 素 , 凤 子 集 tx7?*， a) 二 与 子 群 HH 相等 ,从 五 的 整体 元 素 
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看 , 则 有 有 
re* uel * mud 
J 
w= HH 
两 个 右 障 集 也 具有 同样 性 质 。 此 定理 告诉 我 们 :可 以 把 群 G 
的 LC 素 分 成 若干 个 不 相交 的 无 陪 集 日 ,weH 2 和 再， 
寻 人 妇 的 每 个 元 素 必 定 在 其 个 堪 陪 集 z 妃 之 中 。 国 为 共有 导 一 1 个 
不 同 的 左 旁 集 ( 这 里 的 (1 一 1) 为 方便 南 取 的 正 整 数 ,并 不 失掉 一 般 
意义 ), 若 二 有 个 元 素 , 则 GG 的 阶 数 n 二 (一 1) +， 衣 十 上 二 J， hh。 整 
数 1 二 ni5 称 为 疡 关于 群 妃 的 指数 。 于 是 我 们 就 证 明了 下 面 的 拉 
格 朗 日 定理 。 
定理 三 ( 拉 格 朗 日 定理 ): 有 限 群 的 阶 必 是 其 子 群 阶 的 整数 倍 。 
由 此 定理 可 推 知 , 阶 为 素数 的 群 必 是 同 阶 的 循环 群 。 因 为 ,对 
4 阶 群 避 的 任 一 元 素 go 必 可 以 此 构成 一 个 " 阶 循环 子 群 , 避 一 e， 
其 元 素 为 18o83 外 一 <] 由 定理 三 推 知 一 上。o, 因 交 是 索 数 ， 
2 , 硫 只 有 510 一" 
拉 开 定理 严格 地 根 制 了 子 群 的 可 能 阶 数 , 重 如 , 阶 为 21 阶 群 ， 
其 真子 群 只 能 3 阶 或 7 阶 。 


31.4 置 换 群 


4 一 1 置换 和 宇 称 


置换 群 ( 对 称 群 ) 是 物理 上 最 基本 的 群 之 一 , 它 是 由 = 个 窗 体 
之 问 的 一 切 可 能 交 摘 所 组 成 ,通常 以 S, 标记 。5, 是 有 xn! 个 元 素 的 
有 限 群 ,但 它 的 结构 对 研究 经 典 群 也 很 有 帮助 .本 节 先 只 讨论 它 的 
某 些 基本 特性 ,以 便 和 研究 有 限 群 的 结构 。 

置 挽 是 一 组 客体 或 符号 自身 问 的 1 一 1 满 映射 。 例 如 ,分 列 标 

12 


仿 由 1 到 7 的 七 个 全 同 粒 子 集合 C={1.2,3;44516;7) ;此 某 个 竹 
定 的 轿 换 是 ;jy->PCO), 人 假定 这 昌 是 P01) 一 7,P(2)= 二 3， 
PC3) 一 ] ;PC 一 4,P(5) 一 61P(6) 一 3,P07) 一 2, 则 这 个 置换 宛 
素 就 可 逢 单 地 点 民力 

PP 人 23456 7 

7 3 1 46 5 2 

置换 己 可 理解 为 其 直行 的 每 个 符号 被 驳 射 到 下 一 行 对 庶 的 
符 导 。 

流 一 -种 封闭 方式 逐个 由 豆 轮 换 , 这 种 特殊 的 置换 称 为 循环 ,如 
上面 的 置换 了 P 使 之 1 了 ,7 一 2,2 一 3, 3 一 1 ,就 可 看 成 1,7,2,3 由 
个 数码 的 一 种 循环 ,可 简写 为 (1723), 而 参 于 循环 的 数码 个 数 称 之 
循环 长 度 , 长 度 为 1 的 循环 通常 可 以 略 去 ,而 长 说 为 2 的 循环 又 称 
之 对 换 。 任 何 一 个 党 换 都 是 分 解 为 没有 公共 数码 的 若干 循环 习 积 
一 一 脱位 循环 积 , 例如 .上 述 的 庆 一 {1723) * (3536) * (7?) 一 (1723) + 
{56)。 最 然 , 若 置 挽 写成 脱位 循环 积 时 ,每 个 匆 环 因子 的 次 序 并 不 
重要 ,通常 总 是 按 循 环 长 度 不 递增 次 序 排列 ,例如 5 个 数码 的 某 个 
崇 搞 写成 长 诬 为 dder si 的 脱位 循环 积 , 且 页 六 站 
十 天 十 … :十 加 一 2 这 种 将 正 整 数 分解 为 - -组 不 递增 的 正 怠 数 之 
和 的 方式 称 # 的 一 个 配 分 ,可 多 任何 一 种 置换 都 对 应 --… 个 确定 的 
也 分 。 如 置换 PP 就 对 应 配 分 [4,2;12, 而 置换 (123)(45){67) 对 应 
配 分 [3,2,2]。 置 换 

( 2 3 4 

1 2 3 4 
二 £157 ,任何 一 个 脱位 循环 积 形式 的 置换 也 可 复 恢 原 双 行 形式 。 这 
种 双 行 形式 与 数码 的 先后 次 序 无 关 , 重 要 的 是 点 严格 保持 上 下 两 
行 间 数码 的 对 应 关系 。 例 如 ， 


_ 1] 2 3 4 53 6 7 
C123)045) (67) ={ ) 
2 3 1 5 4 7 #6 


2) 二 01) C2)C3) (49(5) 对 应 配 分 [1,1,1,1,1) 
a 
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-( 6 5 4 3 2 ?| 
8 7 4 5 1 3 2 

对 于 非 陪 位 循 环 积 , 其 因子 次 序 是 不 可 随意 改变 的 。 如 (13) 
16?=K16)》5C137。 因 为 

C133016){136} 二 (13){631} 二 16]3} 

(16)C13){136})= (16){316}= {361) 

灸 归纳 法 不 难 证 明 , 任 何 一 个 循环 都 可 以 写成 对 换 积 形式 ; 


【1234 7 Alan 8- 二 3 12 一 2 12) C1, 4.1) 
长 认为! 的 循环 可 有 :个 表示 方式 : 
C12345""+* 2) =(23ds 1)=… = U2 1) 


所 以 一 个 秆 环 分 解 为 对 换 蒋 积 形式 也 是 多 样 的 。 

下 面 简单 讨论 置换 的 奇偶 性 ,如果 一 个 置换 可 分 解 为 NN 个 对 
换 因 子 积 , 则 置 搁 字 称 林 定 必 为 (一 1)*, 若 为 奇 ( 偶 ) 数 , 风 称 该 
置换 为 奇偶) 置换 。 显 然 , 对 于 置换 群 S,, 其 奇偶 置换 元 素 各 为 
?472 个 。 押 有 偶 置 换 构成 5S. 的 一 个 子 群 , 称 之 n 次 交代 群 , 常 记 
为 A,。 


4 一 2 凯 雷 (Cayley) 定 理 


凯 雷 定理 :任意 一 个 % 阶 有 限 群 必 与 8。 群 的 一 个 子 群 同 构 。 

证 明 ; 设 某 个 天 阶 群 元 素 为 {a rr sia} a 根据 了 恒 排 定理 ， 
集合 {aarsasar，…… ,aia,} 必 有 是 厌 来 的 个 群 元 素 的 重新 排列 , 因 
此 必 有 如 下 的 1 一 1 对 应 关系 


al 位 2 mm 本 
一- 
人 
Al A 二 
i Ps, = 
六 * | i A A Ar 
Al a2 [4 
ert; 如 =( ) 
“ 人 A 


要 证 明 央 者 同 构 关 系 , 除 上 面 列 出 的 元 素 … 一 对 应 外 ,还 要 证 明 这 
种 对 应 满足 群 乘法 , 即 P,。 一 P。. P,。 根 据 重 排 定理 ,因为 


他 1 Er 二 Rn | 区 和 Rj 
DP, 一 一 
让 Ri HA dy dn 
放 有 
1 Hj CC Rl de ne 
PP, =* PP, =( ( 
“ 了 dl a Ud in HL i Hi 
al ez -ss a 
= C1. 4.3) 
Rl i jn 


比较 (4.4.2) 和 (1.4.3) 式 , 则 有 a 一 Ps =P。*， Ps。 因 此 ,由 
5 个 置换 元 素 {P。)} 形 成 咽 换 群 5; 的 一 个 于 群 ; 称 之 5; 的 一 个 正 
则 子 群 。 从 山 雷 定理 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ,9, 群 中 , 同 构 于 mn 阶 G 
群 的 那些 子 群 都 是 正则 子 群 。 由 于 " 阶 群 (>3? 可 以 有 不 同 的 後 
法 结构 ,因此 5, 可 有 多 个 ” 阶 正则 子 群 。 

引 理 一 :对 某 个 正则 子 群 而 言 , 不 存在 两 个 不 同 的 元 素 ,同时 
将 某 个 给 定数 码 置 换 后 变 为 同一 个 数码 。 

证 明 : 设 正则 子 群 中 两 个 不 同 元 素 Pi 和 Pi 都 使 数码 a->b， 
即 PCa}=8, Pta)=5 则 有 Pita)=Pir Pil* Pake) 一 PP Pr 
(6 一 5 这 说 明 P," Pz' 是 单位 元 素 , 故 有 P= 二 了 ,这 与 前 题 相关 
秆 ,故此 引 理 得 证 。 

引 理 二 ;正则 子 裤 中 ,车 分 解 任 -一 给 定 的 置换 元 素 为 脱位 循环 
积 时 ,其 每 个 循环 内 子 的 长 度 必 相等 。 

证 明 ;假定 P 是 正则 子 群 的 一 个 元 素 , 它 可 分 解 为 长 度 是 二 
和 i 的 两 个 循环 ( 设 五 <<12)。 因 长 度 为 1 的 循环 PP 有 PP' 一 e, 族 长 
度 为 4 的 循环 P=e, 它 使 了 P, 内 的 数码 不 发 生 置换 ,而 对 长 度 为 
六 的 循环 Ps 其 Pi 关 e, 它 将 使 Pa 内 的 数码 次 序 改 变 , 因 为 4 
一 成 。P4 一 PP 区 e, 仍 是 该 子 群 的 一 个 元 素 , 它 作用 在 群 元 素 上 
将 使 某 些 元 素 次 谈 不 变 , 面 妇 一 部 分 元 索 次 秩 改变 ,由 重 排 定理 订 
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知 , 这 是 不 可 能 的 , 岗 此 只 有 到 一 
$1.5 类 ,不 变 子 群 和 商 群 


5 一 1 ”上 肉 罩 元 案 和 类 

定 关 ;对 于 元 素 a,5EG, 若 存在 元 素 #EC ,使 之 满足 
二 saut 或 4 一 410, 风 称 和 与 6 扣 为 站 斩 元 素 , 记 为 a 瑟 。 侧 群 
G 中 全 部 共 筑 元 素 之 集合 形成 该 群 的 一 个 等 价 类 ,简称 类 。 

不 难看 出 , 共 印 是 一 种 等 价 关系 ,自然 可 将 群 的 元 素 按 共 轿 关 
系 分 为 若干 类 ,同一 类 元 素 两 两 互相 共 思 ,一 类 中 的 任 一 元 素 都 可 
作为 该 类 的 代表 元 素 , 而 不 同类 集 不 相交 , 即 不 包 会 公共 苑 素 。 

若 a 是 群 的 某 一 元 雪 ,是 满足 a+ = 二 e 的 最 小 正 整 数 , 则 称 
为 元 素 a 的 阶 。 不 难 证 明 同 类 中 的 所 有 元 素 都 是 周 阶 的 。 

对 于 有 限 群 G= {g8。} ,要 想 找 出 以 某 个 元 素 aEG 为 代表 的 那 
个 类 的 全 部 元 素 , 最 基本 的 作法 是 计算 guags: 当 = 跑 过 整个 群 而 
得 到 的 全 体 不 同 元 素 集 就 是 与 a 同类 的 一 切 元 素 , 由 此 可 知 ,任何 
群 的 单位 元 素 自 成 一 类 ,而 阿 贝 尔 群 的 每 个 元 素 自 成 一 类 ， 

例如 ,置换 群 5,, 它 的 六 个 元 素 为 {e, (12), (13), (23)， 
C123), (321)}) ,其 对 应 的 道 元 率 分 别 为 {ee; (12), (13)., (23)， 
(321), 《123)}。 单 位 元 素 z 自 为 一 类 ,市 与 (12) 同 类 的 元 素 为 

lt eli2)e 1!=(12); 

2° (12)(12)C12) 1=(12); 

3° C13) C12) 013) = (13) 0132)= (13) 321) = (13) (13) 
(32)—= (32).; 

4 C23) C12) C23) !—= (23) (231) = (23) (0312) = (23) (32) 
C31)= (31); 

5° C123) C12) C123) -1 一 (13) (12) (321) = (13) (31) (32) 
= (32); 
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6° (£321)(12)(321) 1!—=(31)(32)(12) (231)= {31)(32) (12) 
(C21) (23)= (31), 
可 疯 t12),C133 和 (32) 姑 同类 元 素 , 侨 同 样 可 证 (123) 和 (321) 
旦 同类 元 素 , 故 9 群 的 六 个 元 素 可 分 为 二 数 
天 1 一 人 e)} 
:= {12),C13), (23)} 
K;={(123)},(321)} 
我 们 已 指出 ,置换 群 5. 的 任 一 元 素 都 唯一 地 对 应 xn 的- -个 配 
分 。 例 如 ,; 君 挽 == 0123) 467(5) ,对 应 6 的 配 分 [3,2,17, 而 循环 
(123456) 对 应 配 分 是 C562, 其 单位 元 率 e 二 0Q)(2)(C3)(4)(5) (C6) 对 
应 负 分 为 口 避 ==[1,1,1;1,1,1I]。 上 下面 讨论 5, 的 其 固 类 与 配 分 的 
关系 。 因 为 


"= 人 
人 
则 在 
oo 人 
人 


可 见 , 署 搞 群 某 元 素 王 的 同 次 元 囊 gPy :就 机 当 于 将 置换 产 的 上 
下 三 行 数码 同时 作 9 的 置换 , 设 一 (124){(36)(35),g= 二 (26) 
《34153， 即 


， (1 2 3 4 5 5) (1 2 3 4 5 ) 
二 {T= 
2 4 6 1 5 3 Ii\s 6 41 32 
5 6413 2 1/1] 23 45 
rt -| ) 
Raa 6 1 .253 4/ \5 4 343261 
=(156) (24) (3) 


显然 : 若 把 忆 写成 菩 位 循环 积 形 式 时 ,其 共 斩 元 素 9Pa-: 则 是 将 P 
内 数码 作 g 的 置换 ,因此 ,S。 群 的 同 党 元 素 必 对 应 相 问 的 配 分 ,而 
对 应 的 某 全 配 分 Ca 一 2 的 所 有 园 换 集 就 构成 S。 
的 一 个 类 。 如 置换 (12)(53), 013) (2) 和 和 (23) (1) 都 对 应 配 分 [2,1)， 
故 这 二 个 置换 是 5; 的 同类 元 素 。 自 然 ,n 有 多 少 种 配 分 , 则 5, 的 
元 案 就 可 分 解 为 多 少 个 共 思 类 。[53),[2,10 和 [1 是 3 的 三 种 可 能 
配 分 , 故 5S, 群 的 元 素 可 分 为 3 类 。 筒 8, 存在 五 种 对 应 的 配 分 : 
[C4] ,C3,1] ,52,23,[2,1 分 和 C10; 玻 它 的 元 素 可 分 为 5 类 。 

车 3, 群 的 某 什 元 素 分 解 为 脱位 循环 积 的 形式 如 下 《为 书写 方 
便 , 这 里 的 因子 次 秩 与 前 相反 》 

Ce de oe Ce ee) 

3 TT 
这 里 是 长 度 为 1 的 循环 个 数 ,r; 是 长 度 为 2 的 循环 个 数 …, 且 
十 27z 十 下 十 27 二 ny 则 它 所 对 应 的 配 分 [r= [Cn 2" 151， 
该 配 分 类 元 素 个 数 为 
n= 下 G.5.1) 


ril 2 3 

可 以 证 了 ,对 于 和 群 的 某 个 元 素 aE G, 其 满足 hah7' 一 a 的 一 
切 元 素 集 {8h.} 是 GG 的 一 个 子 群 吾 "。 如 果 gs 和 gs 是 两 个 相对 于 < 
类 的 同一 个 元 素 , 即 geage'= goagi!; 则 gy! *， guagi gs 二 a, 即 
E82 "BoEH' gE gpH*"。 这 说 明 若 g, 在 左 陪 集 gpH"* 中 , 必 有 
goag, 一 gags' ;相反 ,车 g。 不 是 左 障 集 gsH' 的 元 素 , 必 在 开 " 或 
其 它 左 陪 集中 ,这 时 guagv ! 汉 gpags', 即 gs 和 gs 相对 于 a 类 的 不 
同 元 素 。 因 此 ,相对 于 子 群 五 " 而 言 , 有 多 人 少 人 不同 的 左 陪 集 ( 
也 在 内 ), 则 有 多 少 个 与 a 同类 的 不 同 元 素 由 拉 氏 定理 nw 二 2， 忆 , 
知 ,! 是 子 群 五 " 产生 的 不 同 左 陪 集 数 , 也 就 是 与 a 同类 的 不 同 元 
素数 。 可 见 群 的 每 类 元 素数 目 也 是 群 阶 数 的 因子 。 
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5 一 2 不 变 子 群 


若 太 是 的 一 个 子 群 ,出 于 = 二 gHgy "(gE€G) 也 是 避 的 一 
个 子 群 , 称 菇 ' 和 占 互 为 共 旨 子 群 。 例如 {e, 《12)}) 是 5; 的 一 个 子 
群 ,其 共 儿 子 群 则 有 {e,(13)} 和 {e, C23)}。 

定义 :; 设 吾 是 局 的 一 个 子 群 ,如 果 它 的 所 有 共 轿 子 烙 都 是 自 
身 , 则 称 恕 为 避 的 不 变 子 群 ,或 称 自 共 力 子 粹 或 正规 子 群 .由 对 于 
任意 元 素 geEC, 才 有 

geHg: =H 战 g.H=Heg 《1. 5. 2) 

上 式 说 明 , 对 于 任意 元 素 g.EG, 若 子 群 旦 的 左右 障 集 便 相 
同 , 则 称 五 为 G 的 不 恋 子 群 。 

引 理 : 子 群 妃 为 群 6 的 不 变 子 群 的 充 要 条 件 是 互 包含 上 的 
某 些 类 的 全 体 元 素 。 邑 如 果 占 包含 G 的 某 类 元 素 之 一 , 则 必 包 合 
该 类 的 所 有 元 素 。 根 据 不 变 子 群 的 性 质 ,此 引 理 显而易见 基 成 立 
的 。 其 逆 定 理 也 是 正确 的 。 

任意 一 个 群 都 有 两 个 平庸 不 变 子 群 , 即 {ze} 和 和 群 本 身 。 著 除去 
平 调 子 妖 外 , 群 C 不 再 包含 其 它 不 变 子 群 , 则 称 G 为 单 群 ( 单 纯 
群 )。 若 G 虽 然 售 有 真 不 变 子 群 ,但 并 不 包含 真 不 变 阿 贝尔 子 群 ， 
是 称 它 是 半 单 寿 。 例 如 ,Sa: 群 中 , 子 群 {fe, C12)}, 4e,(13)} 和 {e， 
(23)} 不 是 5; 的 不 变 子 群 ,而 {e, (123), (321)} 是 S$, 的 三 阶 不 变 
子 群 , 故 S$, 工 不 是 单 群 ,也 不 是 半 单 群 。5, 群 包 含 22 个 袜子 焙 ， 
其 中 只 有 两 个 不 变 子 群 , 一 个 是 4 阶 阿 贝尔 群 , 另 一 个 是 12 阶 非 
阿 铬 , 故 5, 也 不 是 单 群 。 


5 一 3 ” 商 群 (因子 群 ) 


首先 讨论 两 个 陪 集 的 线 积 运算 。 两 个 陪 集 相 乘 是 第 一 个 陪 集 
的 答 个 元 素 左 乘 第 二 个 障 集 的 每 个 元 素 , 按 群 的 乘法 所 得 到 的 全 
部 不 同 元 素 之 集合 。 
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定义 ;将 不 变 子 群 于 及 其 全 部 陪 集 作为 元 素 , 以 陪 集 张 法 定 
义 为 辜 乘 法 而 形成 的 新 群 称 之 白 相 对 不 变 子 群 五 的 商 群 ,通常 记 
为 C7 瑟 。 商 群 的 单位 元 素 为 囊 , 各 个 陪 集 是 商 群 的 其 它 元 素 . 

证 明 ; 因 再 为 G 的 不 变 于 磋 , 可 将 GG 的 元 素 按 陪 集 划分 

G=HUmHUeHU:…,HH=H: 

Cw Hw Hu NH=w(u HH tu Hg IHH=wuH 

HH = DH =uHH=u Hs: 

tu HICHY= G+ wIHH=H 
因此 集合 {如 ,太太 ,tw 如 ,是 一 个 群 ,而 wi 'H 是 商 群 死 素 ww 
的 道 元 泰 。 商 群 的 阶 等 于 群 G 中 子 群 五 的 指数 。 

位 以 5 群 为 例 ,我 们 知道 {ze, C123) ,C321)} 是 5, 的 一 个 不 变 
子 群 ,其 唯一 的 陪 集 则 是 {012) ,013),(23)) , 若 分 别 以 已 和 4 代 
表 这 个 不 变 子 群 和 陪 集 ,; 则 { 台 ,A}l 是 5; 相对 于 不 变 子 群 E 的 商 
群 。 

从 映射 观点 看 , 商 群 是 群 G 向 G/BH 的 一 种 间 态 映射 。 

引 理 ;车 群 召 与 己 司 态 , 则 已 中 出 如 的 单位 元 素 e' 为 像 的 全 
部 元 素 集 构成 的 一 个 不 变 子 群 ,而 侣 的 其 它 元 素 为 G 的 该 不 变 
子 群 生成 各 个 障 集 的 像 同 态 核定 埋 。 


图 1.4 单位 元 宕 像 原 集 G, 是 G 的 不 变 子 群 
证 明 : 设 局 的 子 集 G 对 应 局 中 的 单位 元 素 e! 的 全 部 元 素 集 ， 
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如 图 1,4 放 完 证 朋 名 是 避 的 一 个 子 群 , 任 取 同 元 素 ep Gos 出 
于 局 生态 , 圾 a 8-re ee 一 ee 己基?5EGG 满 旺 圭 闭 性 , 结 
合 律 自然 十 或 羡 。 任 联 CEGNLC :ee er=e .而 Cee 
一 Ce 夏 全 的 单位 元 素 e 在 亿 的 像 必 是 让 的 音 伍 元素 即 Cn 
De 名 Orerg=g 而 CC ee 上 故 C '>g 
一 于 EG 所以 子 集 G 丰 如 的 一 个 子 群 。 

以 下 注 池 GG 是 个 不 变 子 样 。 出 于 全 与 同 态 ,jgeEGQ 的 任意 
元 素 , 若 它 对 应 的 乌 , 则 gg 必 对 应 ga 毅 对 王 全-- 元 案 
4 全 GB; 则 有 

Reis Ha gy RI HH) 
出 GG, 但 含 与 4 同 燃 的 全 体 元 素 , 故 心 为 的 不 变 子 群 ,由 此 吓 推 
断 两 个 同 态 用 样 必 是 同 构 的 ,否则 较 高 阶 群 必 有 一 - 同 态 核 集 为 其 
夺 不 变 子 群 ,这 与 单 群 定义 柑 凶 夺 。 


5 一 4 ” 直 积 群 和 半 直 积 群 


设 避 一 {gl 和 GG 二 {gaz} 为 两 个 任意 群 ,e 和 er 分 别 为 它们 
的 单位 元 , 蕉 虚 对 集合 (ger823) ;并 定义 晴 个 对 集 乘积 

(gla Bon) (Be Bat) = (Bigls r Bebe ) 

Hla Bir EO Ean Bo Cts 

则 对 集 (eegs 在 王 述 对 集 乘 积 作为 故 乘 法 运算 下 将 形成 一 个 直 
积 群 局 ,于 记 为 CG 一 GW 的 G2， 

证 明 ; 国 为 Gi 和 Gs 戎 为 铬 ,大和 av St 全 有 Ri EG 
故 Cgu B89G: ,满足 封 用 性 菜 件 。 

考虑 其 三 个 对 元 敢 积 (go gg) Ce ge》 (pies fr}s 
(RIar faa) ge rgd (gelar) = (ga Be) Bie (Bua * Kap ) 
gor Ya pa) * Ursstar) * Cg Boer) (gl Ere Hig) 1 Eon pag 
Ezr)) 
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枉然 G1 和 GG; 为 群 , 必 有 go tg 8 王 (8 ee) Bi Ba CHa Eo) 
一 (gasgzy]gayy 故 直 积 群 元 满足 结合 律 。 其 单位 泡 为 (elyez), 由 二 
对 元 乘积 定义 有 

| 
道 元 为 (gw ,gp ) ,显然 满足 

Cg ga Cai B28) = (go gg) Cg ,Fi 一 [elyes) 。 

若 G 和 G; 分 别 为 g 和 g; 附 的 有 限 群 , 则 两 者 的 直 积 群 G 
的 Gi 为 g1*， gz 阶 有 限 群 ,不 难 证 明 直 积 类 有 以 下 性 质 : 

1” GG; 包含 子 群 由 一 (ge ,REG 和 Fi={(e， 
Ba) gE Ca H FIG FG,s 

2” 直 积 群 的 单位 元 (el,e:) 为 两 个 子 群 局 和 F, 的 唯一 共有 
元 染 , 妈 六 门 F,= (el ,er); 

3 子 群 FF 和 F, 的 元 过 可 对 易 , 阳 

(glorea) (e1828) = (E11 Kaa) (KlarE2) = (glar Ba) E GG 
上 式 说 明 , 直 积 群 G= {ggzz} 的 任何 元 素 篆 可 趴 一 表示 为 下 一 
元 素 和 呈 -元 素 的 乘积 。 

既然 局 梅 的 抽象 群 结构 相同 ,因此 世 可 重新 定义 直 积 群 : 几 同 
构 于 直 积 群 Ceocs 的 群 , 则 称 其 为 C 与 G; 的 直 积 群 。 设 群 避 含 
有 丙 个 手 群 Cl= (8 和 Cs 一 (go 若 满 足以 下 三 个 条 件 , 则 称 C 
为 G1 与 Gz 的 直 积 群 ,并 记 为 G 一 CiGCOG:。 

1” GG, 和 的 元 素 可 对 易 ; 

2 GG 和 GG 的 交集 只 有 单位 元 素 e; 

3 C 的 每 个 元 素 能 唯一 写 为 G, 一 元 素 与 Ca 一 元 素 的 乘积 ， 
即 

Bap— 81s" Haat BECG gE Ca Eap 和 7。 

显然 Gt 和 Cs 和 皆 为 G 的 不 变 子 群 。 如 果 一 个 较 复杂 群 能 作 直 

积分 解 , 则 搞 清 每 个 较 简 单 的 因子 群 的 性 质 , 群 的 结构 也 就 清楚 
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了 ,这 是 赋 究 示 积 帮 的 “个 原因 ; 回 时 直 积 群 也 是 扩 太 故 的 基本 方 
法 ,这 在 研究 康子 .晶体 、 上 原子核 ,粒子 物理 和 统 -规范 理论 中 者 得 
到 广泛 应 用 。 倍 如, 一 个 物理 系统 具有 定点 转动 不 变性 , 即 SOC3) 
群 对 你 性 ,同时 又 在 空间 区 演 了 不 变性 , 则 三 阶 群 C= {e, 耻 对 称 
性 , 则 该 系统 的 对 称 性 群 为 G=SOC3)69C,。 义 如 一 个 5 阶 循环 群 
Ze 一 {er2aiva valnva);, 和 所 含 两 个 不 灾 子 群 A={e,a:,a!} 和 和 B= 
{teva}, 几 s 的 每 个 龙 素 和 皆 可 表 为 两 天 子 群 此 之 积 , 帮 有 
ZO=AQB= BOA 

如 果 燃 的 两 个 子 群 Gi= 1g) 种 Gz 二 {gza} 满 足以 下 三 个 条 
件 , 则 称 G 为 两 子 群 的 半 直 积 , 并 记 为 人 一 Cs 或 G1C9,G;: 

1” 为 G 的 不 室 子 群 ; 

2” 单位 元 eEG 是 GG 和 Ge 的 唯 “共有 元 素 , 地 G1 站 Ge ==e; 

3” 器 的 每 个 元 素 ga 可 唯一 地 表 为 册子 群 元 素 的 有 序 对 胰 
积 , 即 go 一 《guyegrsy ;一般 说 米 Gs 不 是 的 不 变 子 群 ,否则 其 半 
坦 积 就 退化 为 直 积 。 以 三 个 物体 的 置换 群 5; 为 例 , 它 包含 一 个 不 
变 子 群 == {e, (123),(321)} 和 二 阶 子 群 GG 二 {e,(12)}, 由 于 {ee， 
(123)e, C321) ee (12), 123) (12), (321) (12)} = {fe, (123), 
(321) ,C12), (013), (C23) 二 Sy 上 故 5; 为 这 两 个 子 群 的 半 直 积 。 显 
然 ,G; 二 te,(12)} 并 椒 是 不 变 子 群 ,当然 53; 也 可 写成 G1 与 另外 二 
个 二 阶 子 群 的 半 坦 积 。 


习 题 一 

1 一 设 4 和 瑟 是 两 个 集合 ,这 证 明 

CA—BIUCB— AU ANMNB=AUB 

CA BB A AUB)— (ANMNB) 
1 一 2 着 4 为 焙 避 = {gs} 的 唯一 二 阶 苑 案 , 则 有 ags== gwas 

ReEG, 
1 一 3 苦 广 和 gg 是 二 个 可 道上 映射, 则 有 
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《六 有 1 一 此 
1 一 4 如果 右 盾 拒 素 和 右 单 位 元 素 存在 ,出 它们 必 风 时 也 分 
别 丰 左 道 元 素 和 左 单位 V 案 。 划 由 gi *， gg 一 e 和 pg，e 一 ,可 推 
得 g, "+g=e 和 e* ,=g;。 
1 一 3 证 明 群 的 单位 元 素 和 每 个 元 索 的 道 元 素 都 是 唯一 的 。 
1 一 6 根据 拉 色 定理 , 试 证明 最 低 阶 的 非特 环 群 是 4 阶 阿 抽 
尔 大 。 
1 一 7 老 群 和 的 隐 个 并 素 & 和 上 5 满足 a:= 上 二 (a + 5 一, 试 
作出 此 群 的 箭 法 表 。 
1 一 8 设 石 为 G 的 子 群 ,wEG, 证 明 左 陪 集 wH 的 拆 有 元 素 
的 道 二 素 构 成 右 陪 集 Hu !。 
1 一 9 证明 群 G 的 子 集 互 能 构成 子 群 的 充 要 条 件 是 (1) 若 
2 和 如 , 则 avbEE:(2) 若 ae 已 , 则 a- 怎 如 .而 对 于 有 限 群 所 ， 
其 声 为 子 群 的 充 槛 条 件 呈 需 条 件 (1)。 
1 一 10 车 GG 是 2n 阶 有 超群 ,总 为 所 的 关 阶 子 群 , 试 证 已 为 
G 的 不 变 子 群 。 
1 一 11 设 a,5,c 是 群 的 任意 三 个 元 素 , 证 明 abe,beca 和 cab 
旦 同 阶 元 素 。 
1 一 12 车 群 的 每 个 元 素 部 是 2 阶 的 ,证 明 此 群 必 是 阿 群 。 
1 一 13 ”证明 群 G 的 贡 个 不 变 子 群 的 交集 还 是 上 的 不 变 子 
1- 一 14 证 明 下 列 循 环 积 伍 等 式 ， 
{lap}tasr rb 和》 一 【人 
《中 CE 再 3 生机》 
其 中 必 ,51r,y 等 是 台 不 相同 的 数码 。 
1 一 15 ”利用 递 推 法 证 央 公 式 01. 4. 1)。 
1--16 车 群 局 = 五 全 KK, 述 证 明 
(0 商科 G/BH 与 K 同 构 。 
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(2290 与 直 积 国 子 群 豆 或 大同 态 。 
(3) 群 上 的 类 数 等 上 两 因子 群 类 数 之 积 。 
1 一 17 以 御 环 形成 写 出 5S, 群 的 从 个 类 的 爹 部 元素 ; 求 出 S， 
后 包含 的 不 变 子 群 。 
1--18 试 证 明 各 信也 形 的 12 全 对 称 操 作 构 成 -个 群 ,并 确 
1 一 19 若 4 和 二 是 媒 的 商 个 可 对 易 元 素 ,用 下 一 慌 一 五 , 试 
让 明 此 群 可 写成 循环 料 。 它 是 儿 阶 群 ? 
1 一 20 ”证 瑚 方程 式 (1. 5. 1)。 
1 一 21 试 证 明 阶 为 PCP 为 质数 ) 的 非 循环 群 , 除 单位 疮 外 ， 
其 它 每 个 元 素 的 阶 数 缘 为 王 , 它 包含 PT 十 1 个 林 坷 的 书 阶 子 群 。 
1 一 22 群 辟 的 不 变 子 寿 号 的 不 变 子 群 反 是 否 一 定 是 G 的 
不 变 于 群 ? 


第 二 章 ” 群 表示 论 基础 


在 第 -- 童 中 ,我 们 讨论 了 抽象 群 的 一 些 基 本 概念 ,这 是 学 习 群 
论 的 基础 。 然 而 ,物理 学 家 更 关心 群 琢 示 论 ,因为 群 是 通过 形 示 论 
才 在 自然 科学 中 得 到 广泛 应 用 的 .实际 ,上 , 群 表示 与 数理 方法 中 的 
各 种 特殊 函数 密切 相关 ,因为 群 论 是 对 称 性 的 抽象 拭 述 ,而 特殊 秀 
数 又 各自 表 现 出 特定 的 对 称 关 系 , 群 珍 示 论 将 有 助 这 些 问 题 的 解 
决 .例如 ,在 静电 学 .声学 .热学 和 类 和 氨 原 子 的 量子 力学 等 各 种 不 同 
物理 间 题 中 ,时 常 出 现 勒 让 德 函 数 , 它 表明 物理 系统 具有 中 心 对 称 
性 ;而 写成 "* 形 式 的 三 角 晃 数 , 它 表明 系统 具有 定 轴 旋 转 对 称 性 。 
实际 上 , 它 就 是 SU (2) 群 的 一 个 表示 ，。 / 

物理 学 中 令 人 感 兴趣 的 往往 是 变换 群 。 它 们 作用 于 物理 系统 
相应 的 希 尔 伯 特 空间 ,该 空间 的 每 个 和 失 恤 标志 体系 的 一 个 状态 ,每 
个 变换 群 元 素 对 该 空间 矢量 的 作用 对 应 一 个 矩阵 ， 对 这 类 矩阵 性 
质 的 猎 究 则 扁 于 群 表示 论 。 也 就 是 说 ， 群 表示 正 是 研究 系统 所 具 
有 的 对 称 性 变换 群 作用 下 ,该 系 统 的 矢量 或 态 函 数 的 变换 性 质 。 在 
本 章 中 我 们 只 讨论 有 限 群 ， 但 其 大 部 份 结论 格 加 修正 ， 对 连续 群 
或 无 限 群 也 是 同 祥 适 用 的 。 


3 2,1 群 表 示 和 和 表示 空间 


i 一 1 基本 定义 


对 本 任意 群 避 ,如果 它 与 4 维 矢 晤 空间 工 ( 常 为 复 空 旬 》 上 的 
一 个 线性 变换 矩阵 群 同 态 , 则 称 该 第 人 阵 群 为 群 @ 的 一 个 线性 表 
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示 , 葡 称 表 示 。 即 对 于 任意 群 尼 gosgsEC, 都 有 对 应 的 二 维 方 婚 阵 
(go) 和 DCgs ,二 满足 
He Sa Dts) Dlg) 《2- 1. 13 
拓 红 空间 工 , 称 之 群 志 示 DG) 的 表 居 空间 ,而 空间 维 数 ” 称 之 该 
丧 潜 的 维 数 。 根 据 群 表示 的 定义 ;车 DCO) 是 群 G 的 一 个 表示 ; 则 
对 十 单位 元 素 。 和 其 它 任意 寿 元 goesE CC 都 有 
Die)=7 
Digs* ga} = Dg) * Dlgs) (2.1. 2) 
DCg = De)" 
I 了 居 4 维 单位 矩阵 。 关 系 式 (2.1.2) 以 后 将 要 常用 到 。 
-个 群 可 有 若干 个 不 同 表 示 ,如果 群 G 与 表示 矩阵 群 同 构 ， 
则 称 它 为 忠实 表示 。 如 果 群 各 本 身 就 是 某 个 失 量 空间 的 线性 变换 
群 ,那么 恒 等 映 射 上 日 身 就 是 一 个 忠实 表示 ，, 称 之 月 然 表 示 。 例 媳 , 全 
体 2x2 的 么 模 色 正 所 阵 集合 是 群 SU C2) 的 自然 表示 ,然而 ,我 们 
也 将 看 到 ,常常 需要 考 虚 SU C2) 群 的 其 它 维 数 的 各 种 表示 。 以 下 
给 出 群 表示 的 几 个 实例 。 
例 1 ~- 般 复 4 维 线性 群 GLCn,c) 是 个 nxn 的 矩阵 群 。 上 其 自 
订 强 是 一 个 表 流 , 称 之 自然 表示 。 
例 2 设 局 是 个 阶 群 , 任 取 群 元 gEG, 根 据 群 莱 法 , 则 有 
Fe * Big Ba He gor "出 内 在 定理 知 , 群 C= {gc} 必 同 构 
于 置换 群 $; 的 某 个 正则 子 群 , 其 群 元 为 
1 2 
A.=( ) 


若 服 gs 对 应 的 表 冰 算 阵 为 其 第 - - 列 除 第 a 行 算 阵 元 为 1 外 ,其 它 
辟 为 零 ,第 : 列 中 除 第 mw 行为 1 外, 其它 丝 为 零 ,…, 则 群 G= {g.} 
与 矩阵 群 A 二 14。} 同 构 , 而 C46),, 一 部.,. 故 {4,} 是 有 限 群 的 ~- 个 
忠实 表示 , 通 谎 称 之 正则 表示 。 可 网, 每 个 a 阶 有 限 群 都 有 个” 
维 上 正则 表示 ,此 表示 矩阵 决定 十 该 搓 的 莱 法 表 ，。 
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设 GG 是 王 阶 御 环 群 ,G {gg Fs fs A 4 }, sa*=e, 网 | 
中 莱 法 丧 不 难 写 出 每 个 群 沪 对 应 的 什 挽 


3 1 2 
显然 ,该 辞 同 构 5S; 群 的 一 个 子 群 {e,(01237, (321)}。 其 正则 表示 为 


1 0 0 0 0 1 
PregD 一 |0 1 0 oo 0 , 
0 0 1 0 1 0 
0 1 0 
Digi)=I0 0 1 
1 0 0 


俩 3 设 系统 绕 Z 轴 旋 转 , 使 ry 平面 的 位 置 矢量 7 一 ( ) 按 


在 于 法 则 转 6 角 凋 变 为 新 矢量 ?={”,) 。 则 线性 变换 RC0) 是 
SO(2) 群 的 一 个 元 素 。 相 应 的 变换 矩阵 为 DC0)， 
F802 pegy: DO 一 人 un (9. 1. 3) 
" 机 Asing cosd 四 


不 难 证 明 , 对 于 各 种 8 值 的 2X2 和 矩阵 DDC) C0 所 9 过 2x) 的 集合 构 
戒 一 个 矩阵 料 , 它 是 5OC62) 的 2 维 忠 实 表 示 。 和 而 人 平面 是 它 的 表 
示 空 间 。 

1 一 2 ” 群 算 罕 和 表示 空间 


令 L, 是 个 n 维 矢 量 空间 ,而 {名 } 是 上 中 的 正 交 归 一 基 。 对 于 
任意 磅 元 gE€EG: 若 有 一 个 可 对 LL 中 任意 矢量 发 生 作 用 的 算 符 
OCge) 与 之 对 应 ,并 朋 保 持 群 丑 法 , 则 称 OCg,) 为 群 G 的 算 符 ,而 
i 入 之 群 G 的 作用 空间 。 如 果 任 一 群 算 符 作 用 于 ,的 矢量 上 盆 
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得 到 该 作用 空间 的 一 个 矢量 , 则 称 工 , 为 群 G 的 不 灾 空 间 。 对 十 群 
的 不 变 空间 二， 其 群 算 符 对 基 天 的 作用 是 


Og D, = 之 Dilg)D,, gEO) (2. 1. 4) 

矩阵 元 站 ,Cg 可 出 下 式 给 出 DCg)=(@ Ogj)B) (2.1.5) 

这 里 要 强调 指出 ,矩阵 1Pkg,)} 并 不 -- 定 与 群 G 同 构 , 因 为 这 
些 失 阵 末 必 全 不 相同 。 然 而 ,给 定 群 的 一 个 不 变 空间 , 即 给 定 其 基 
舌 {中}) ,由 于 矩阵 集合 {Dtgo)} 与 群 C 同 态 , 则 必然 对 应 群 的 -个 
表示 。 因 此 ,每 个 群 的 不 变 空 间 也 必 是 群 的 一 个 表示 空间 。 

研究 群 的 表示 空间 种 群 的 表示 是 相辅相成 的 。 国 为 ,如 果 知 道 
了 表示 空间 的 一 -组 基 矢 ,同时 又 知道 群 算 符 对 基 矢 的 作用 规律 ,由 
(2.1. 5) 式 立即 可 得 到 相应 的 群 表示 。 所 以 ,在 将 群 表 居 论 应 用 到 
物理 问题 时 ,常常 称 群 表示 空间 的 -- 组 基 基 为 群 的 表示 。 

最 后 我 们 讨论 一 下 同 - -个 群 在 不 同性 质 的 表示 空间 中 ,其 群 
算 符 的 不 同 含 广 ， 设 G= (fo } 是 普通 三 维 空间 R, 的 对 称 变换 群 ， 
妈 R; 中 的 任 一 天 基 > 在 z 作用 下 变 为 男 一 矢 最 PE Rs. 设 W7) 
是 矢量 7 的 标量 函数 , 当 7 一 7 = 7 时 ,自然 %7) 也 要 相应 改 
变 。 

定义 ;OD COU p= 《2. 1, 6) 

我 人 所 以 要 这 样 定义 .是 岗 为 这 不 仅 给 计算 带 来 方便 ,而 且 从 
物理 上 考虑 更 为 合理 。 假定 当 是 温度 场 ,C7) 则 是 7 点 的 温度 ,而 
六 C7) 则 是 系统 经 4 襟 换 后 的 7 点 温度 ,显然 它 应 等 于 系统 变换 之 
前 wr 点 的 温度 ,因为 只 有 这 个 点 才 作 变换 后 变 为 wu 了 一 
六 。 当 rrr =g, 7 ;而 六 一 斑 = i > 时, 则 (2. 1. 6) 式 定 
允 的 对 应 导出 变换 为 

a A 


=UU =u) rr) 
若 志 :和 j 二 ty; 则 上 式 可 写成 Us U(r) 一 多 ( 7) 一 
U7) , 故 有 UU,*U, 二 Us。 可见 同 一 个 群 G 有 同 构 的 两 组 群 算 符 。 
{au} 是 作用 在 群 表示 空间 Rs 的 矢量 > 上 ,其 对 应 的 表示 可 从 zz 对 
r+ 的 变换 矩阵 求 得 ;而 同 构 的 导出 变换 群 算 符 {,} 是 作用 在 应 数 空 
妆 上 ,其 对 应 的 群 表示 将 由 此 函数 空间 的 基 苹 数 完 备 集 决 定 。 
例如 ,车 局 是 Rs 空间 的 平移 变换 群 ,z7 :是 平移 群 算 符 , 它 使 
R 中 任意 矢量 > 一 一 问 =Tr 一 > 一 2 出 其 导出 弯 换 群 算 符 对 解析 
阔 数 Br) 作 用 ,使 之 _ 
Fl FSI P=FT FT 37) 
=F(r+a) 

将 F(z 十 #) 在 7 点 附近 做 泰勒 级 数 展开 , 则 有 
FOCI+a)= 27 盖 


n= ll 

=J-F(r) 
攻 有 .13 一 e “一 eo" ?7 其 中 户 二 地 宁 为 量子 力学 中 的 动量 算 
符 。 同 再 可 讨论 相对 于 Z 轴 的 旋转 变换 群 SO(2)=- {RC9)} ,其 相 


应 的 导出 变换 群 算 符 为 RC0) 二 e*", 工 .是 量子 力学 中 的 角 动 重 
算 符 的 Z 分 量 。 


1 一 3 ”物理 学 中 的 群 表示 和 哈密 顿 群 


量子 论 中 ,系统 的 状态 以 希 尔 伯 特 空间 的 矢量 1y 沁 来 描述 ， 

痢 标 量 积 <<#$| 甸 守 基 从 态 | 甸 沁 工 迁 到 态 季 泛 的 几率 振幅 。 因为 内 

有 妈 迁 多 率 1 之 亚 | 甸 守 1? 是 可 以 测量 的 ,如 果 1y 记 是 物理 系统 的 

一 个 可 能 态 , 则 系统 的 平移 或 转动 也 将 是 种 可 能 态 。 若 以 {g.} 代 

表 这 种 变换 , 则 在 H 空间 中 ,相应 的 群 算 符 Cg 使 态 | 人 > 变 为 
30 


Ts 


Cg 1g>。 由 于 态 先 量 可 相差 一 个 相 因 子 , 故 其 相应 的 表示 应 满 
足 

Dlgs* 有 一 eg 》 TD 《2. 1. 7》 
称 此 农 示 为 投影 胡 示 ,由 于 时 空 的 均 色 性 和 种 向 同性 ,车 对 整个 系 
统 ( 包 括 测 其 仪 骼 ) 进 行 转动 或 平移 变 摸 gg 则 |p 于 一 一 Ug) 
> | 一 UCg})i® 祈 ,但 其 由 和 江 几率 在 此 灾 换 下 不 变 , 故 有 

[< Ue | = |< > (2. 1.8) 
即 UU Py |B > (2.1.9) 
若 不 考虑 相 因 子 , 则 (要求 导出 变 挽 群 算 符 Ucg) 必 须 是 和 绿 正 的 
CplUp> = 之 fj) 或 反 记 目 的 (FU6>= <5|y>)。 
但 两 个 反 忆 证 算 符 仍 是 红 正 算 符 , 因 此 ,我 们 只 需 研 究 相 应 物理 系 
统 的 对 称 性 群 的 乏 正 投影 表示 或 么 正 表示 ,不 论 在 理论 上 或 实际 
计算 中 , 么 正 算 符 和 和 乡 正 表示 郁 具有 痊 十 重要 性 质 , 人 至 少 对 有 委 
群 ,我 们 可 以 只 讨论 其 么 正 表 示 。 物 理 上 ,路 了 对 称 性 的 时 空 变 换 
群 外 ,还 有 许多 抽象 群 对 研究 微观 结构 提供 了 强 有 力 的 工具 ,如 强 
相 囊 作用 的 同位 诈 对 称 性 群 SU《2) 和 强 子 结构 的 SU C3) 群 等 ,将 
在 群 的 应 用 中 再 仔细 讨论 。 

从 物理 观点 看 , 群 表示 与 物理 系统 具有 的 对 称 性 所 导致 的 简 

并 密切 相关 。 设 4. 是 线性 厄 米 的 力学 量 算 符 , 且 是 群 G= {U0,} 下 
不 亦 的 , 即 避 4 = 一 4ECG。 设 其 满足 本 征 值 方程 

A A CL) 
将 上 式 沿 边 左 惕 上, 则 得 

UAU UFC)—AU TSA) 

式 告 诉 我 们 ,新 冰 数 UAL(xr) 也 是 算 符 4, 的 本 征 值 为 4 的 本 征 
态 。 如 果 4 是 非 篇 并 的 ; 则 UFCz) 二 Cxf(zx) ,Cu 是 个 可 能 与 群 元 
有 关 的 常数 ;而 当 是 和 恒 简 并 时 ,将 有 个 独立 薄 数 {f(z)} 满 
是 


Asf (Cr) = A Cr), ti=],2," 
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而 CCz) 必 是 这 产 个 函数 的 线性 组 合 , 故 有 


UFCx)= 2 D， (Gy 疡 (xz) 
由 于 产 个 f(r) 是 线性 独立 的 ,不 难 推断 


Dilats) = 2 Di ) Ds Ca) 

即 Da) = Pu dD) 

可 见 这 些 汪 阶 和 宅 阵 集 与 群 C= (7 ) 同 态 , 形 成 它 的 一 个 产 维 表示 。 
其 简 并 度 愈 高 ,对 应 的 表示 维 数 也 愈 高 。 然 而 ,我 们 知道 简 并 度 的 
高 低 与 系统 的 对 称 性 高 低 密 切 相 关 .。 例 如 ,到 2 1 给 出 三 个 质量 相 
同 而 形状 各 异 的 平行 六 面体 在 重力 场 中 的 势能 分 布 。 每 个 物体 有 
六 个 稳定 面 , 设 上 为 其 稳定 放置 时 其 重心 离 地 面 的 高 度 , 则 
7=msgh。 物 体 对称 性 最 低 , 它 有 三 个 不 等 势能 级 ,每 个 为 2 重 
简 并 , 物 体 工 对 和 狼 性 较 高 ,有 两 个 势能 级 ,其 最 低能 级 是 4 重 简 并 ， 
鲁 物 体 互 对 称 性 最 高 , 它 只 有 一 全 6 重 简 并 的 势能 级 。 


S bc 面 
tT 
ac 面 
a ab 年 a 由 
b b b 
Tab<e) Hi (a=b <e) 本 (a=b=¢) 
能 me bP 

一 一 

pe pb Tac pe 
I 


a pe 一 和 —ac— —bhc 
I 但 

图 2. 1 对称 性 和 能 级 简 并 
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使 物理 系统 的 哈密 顿 太 保持 不 变 的 一 切 对 称 变换 集合 {U5;} 
将 构成 -个 所 谓 输 密 顿 群 。 基 然 , 它 满 是 [ 吾 ,,2 二 0,U,EEG; 因 为 
只 壮 虑 么 正 群 算 符 , 族 忆 一 < ,这 里 是 厄 米 算 符 , 它 对 应 某 个 
力学 量 算 符 。 由 [五 光一 0 可 推 得 Ce 一 0 如果 m 不 妃 合 时 间 
# 则 由 基 子 力学 计算 其 平均 全 时 对 时 间 的 变化 率 为 
员 Csr 的 二 (区 十 填 人 Cr 的 一 0 (2.1.10) 
可 兄 , 给 定 系统 … 个 哈密 顿 群 , 则 对 应 某 个 力学 量 守恒 。 但 对 于 系 
统 的 时 间 反 演变 换 , 就 没有 对 应 的 守恒 量 , 这 是 因为 时 间 皮 演 不 十 
么 正 变换 的 缘故 。 


$2.2 群 表示 的 几 个 重要 概念 


2-1 等 价 表示 


设 PIG) 一 1D6go)} 迁 群 台 的 -- 全 表 术 ,而 A 是 与 表示 了 呈 疗 
维 的 “个 非 奇 红 定 阵 。 则 新 的 所 阵 集合 DD (9) 二 {1D' (gs)} 也 是 群 
G 的 表示 ,其 中 

万 CE 一 DC ,gEG 《2. 2.1) 
称 骨 示 DCG} 和 D' CG) 五 为 等 价 表示 , 记 为 PIG) 空 站 (0G)。 

所 谓 等 从 表示 ,只 是 表 示 征 阵 问 的 某 种 相似 变换 ,这 种 变换 将 
有 无 穿 多 个 ,然而 由 于 它们 存在 某 些 共同 的 特征 ,今后 将 只 考虑 那 
些 不 等 价 点 示 。 币 似 变 换 只 是 把 表 耻 空间 的 基 估 变换 为 阿 一 个 表 
东 空 间 一 组 新 基 笑 ,它们 之 间 六 没有 实质 性 差别 。 

CoS 一 S1 妇 
例如 ,我 们 已 知 De CR ] 是 SOD(2) 才 的 自 


sina LOS 
rr 


加 e 0 0 
然 直 ,DD CR 一 0 ,| 也 是 3SO52) 的 2 维 去 未 :但 是 
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若 肥 及 -万 ( 1 ) , 则 ADTCROYA := DCRD), 故 DY (RO) 
全 


D(CR.), 
2--2 表示 的 直 和 与 直 积 


设 D” (G6) 和 刀 ”G) 分 别 是 群 扣 的 和 ns 维 表示 , 则 按 惩 
阵 的 直 和 与 吉 积 定义 的 矩阵 集 显 然 也 是 该 群 的 表示 。 
称 D(GC)=={DtgD) 为 DG) 和 D”(G) 的 直 种 表示 ,其 中 
DV(g.) : 0 


0 | Dg,) 
它 是 个 Gu 十 ms) 维 表示 , 记 为 D(G) 一 DT (GYBD” (CG)。 直 和 表亲 
的 概念 可 以 推广 。 设 DCGO) ,DCO0),… ,DCG) 同 为 群 G 的 N 
个 表示 , 则 它们 的 直 和 仍 是 G 的 一 个 表示 ,其 表示 空间 是 这 些 表 
示 空 间 的 直 和 ,表示 和 窍 阵 是 Gi 十 ny 十 ,十 nw) 维 的 淮 对 角 方 阵 。 
记 为 


Dlg}=D Tg BD gD"DD CE) 


~ 
= > Dp” (ga 《2. 2. 2) 
称 了 (OG) 二 {了 TT(g.) 为 表示 DCG) 和 DCG) 的 直 积 表示 ,其 
中 
Tl(gj)=D (eg })OD gs), gEG 《2. 2. 3) 
在 群 的 直 积 表示 中 ,经 常 涉及 矩阵 的 直 积 运 算 
(DgIODT gD CDD gDD DH gg)) 
=(DY(gYIDY gO Dg DD (gs)) C2. 2. 4) 
T(G) 是 mn， ns 维 表示 , 记 为 了 (G)==DD (GYOOD(G) 
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2 一 3 不 变 子 空间 .可 约 表示 和 不 可 约 表 示 


设 PIG)= {1D6so)} 是 寿 G 的 -个 二 维 表示 ,其 表示 空间 为 
世 如果 工 - 有 个 潮 有 了 空间 工 。 (ma< ay 其 中 的 任 一 矢量 了 E 工 ， 
车 满足 

站 (CE 人 也 EEC 和 

则 称 工 。 为 工 . 在 PC 作用 下 的 一 个 不 变 子 空间 .。 而 表示 DCO) 是 
帮 G 的 订 约 表示 。 这 时 DG) 对 工作 用 将 给 出 一 个 说 维 表 示 。 如 
果 上 ,不 存在 这 样 的 不 变 子 空间 , 则 称 表 示 DPIGC) 是 台 的 不 可 约 

定理 ;可 约 表 示 DG) 的 每 个 表 关 矩阵 Digs) 必 等 价 于 如 下 形 


pg) : Nig) 


0 : pcg) 
《2. 2. 5) 
利用 线性 空间 的 基 民 变换 ,不 难 证 明 出 定理 .这 里 不 再 推导 ， 
感 兴趣 的 读者 可 参阅 有 闫 专著 (如 和. 码 . 约 秆 基 383.2.1 或 于 
Bacry 竺 8 3. 4)。 
定义 ; 设 D0G)={Dtg,) 是 群 G 的 n 维 表示 , 若 DCO} 或 其 等 
价 表 示 能 写成 如 52. 2. 2)? 式 所 示 的 :系列 低 维 不 可 约 表 示 的 直 和 
形式 , 则 称 DCG) 为 完全 可 的 表示 。 
从 表 渤 空间 看 ,完全 可 的 表示 对 应 的 表示 空间 可 约 化 为 :一 系 
列 相互 正 变 的 不 变 子 空间 的 起 和。 若 甚 直 和 表 伙 中 每 个 林 可 约 表 
站 DOO) 出现 a， 次 ， 《as 这 1 的 整数 ), 则 完全 可 约 表 示 等 价 于 


DOG) > a DDG) 
r=1 


表示 维 数 nm 一 am 十 co 十 … 十 ws 

我 们 对 群 的 不 可 约 表示 特别 感 兴 超 。 国 坟 有 限 群 的 任何 可 约 
表示 都 等 价 于 一 系列 木 可 约 表 未 的 直 彻 。 只 雪 晓 得 有 限 群 的 全 部 
不 可 约 圾 耿 , 则 其 对 称 性 赂 所 包含 的 内 在 特征 志 就 清楚 了 .一 般 讲 
来 ,两 个 不 可 约 表 示 的 直 积 表示 是 可 药 胡 示 , 利 用 于 面 介绍 的 特征 
标 方法 , 订 将 任何 -个 可 药 表 未 约 化 为 一 系列 不 可 约 袁 示 的 直 和 。 


2 一 4 直 积 群 的 表示 


设 群 C 是 两 个 不 变 子 群 G,= {go 和 一 { 人 的 直 积 。 假 定 
DD={DD(tg) 和 DS={DDDCh)) 分 其 是 Gi 和 的 表示 , 则 其 
直 积 征 阵 集 DP(G1,@G2) 一 DG GPa 一 LDO (g BD? 
Ch)) 是 直 积 群 CQG: 的 表示 。 恨 据 表示 的 同 态 关系 和 直 积 群 的 
不 同 因子 群 元 可 相互 交换 的 性 质 ,有 

Ee Eo DgIDT Cg sh A DY RID Ch,) 


如 果 
ga hhD UgIDIR): ge hr=D ga COD Th,) 
则 在 
Cga* 下 KE， htpgar Sa) * Ch, * hj) 
(DgI DV gD 
CDIRIDEAA ND pg VID Y) 
. CD ga OD Ch)Y 
占 DPWGDOD? GG) 基 GG, 的 G; 的 一 个 表示 ,不 难 证 明 , 若 
DD 和 中 分 凡是 G1 和 Gs 的 本 可 约 表示 , 则 Dm 的 D3 也 是 直 积 
群 Cieocs 的 不 可 约 表 示 。 


$2.3 余 正 表示 及 其 重要 性 质 


定义 ; 若 号 (0) 一 Dg 是 类 上 的 表示 ,共生 个 群 元 对 应 的 
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表 朱 年 阵 部 是 么 正 的 , 则 入 DCO) 为 乏 下 表示 或 西江 示 , 它 满足 
DigrDigd) Dg)Dg,)=1 
或 Dige) Ditg)} = Dige 1!} (2. 3} 
定理 1; 有限 群 的 任何 表示 都 有 有 等 价 的 之 正 表示 ， 
证 其 ; 设 Dt) 一 {Gtge)} 为 有 限 菩 GG 二 {go 的 一 个 表示 ,我 们 
费 设 法 找 一 非 奇 异 征 阵 3 ,使 之 Tlg,} 一 SDtg)S Les EC 部 十 
么 正和 矩阵 。 为 此 , 污 定 交 顾 米 矩 阵 
再 = CD(g) "Dlg.) (2.3.2) 
由 条 姓 代 数 可 知人 和 任 何 应 米 算 阵 可 通过 么 正 变换 完全 对 彰化 。 昔 已 
足 所 需 竟 么 正定 阵 . 则 
UH 1 一 瑟 (2. 3.3) 
将 42. 3. 2 代入 省 趟 ,并 令 DCgaC7! 二 (pg) 则 有 


H'= Se Dd) DCgsJE 
= AT)" (ge) 《2. 3. 4) 
由 于 HH' 是 对 角 第 阵 ,二 ;一 di6,,, 故 上 式 的 第 个 对 角 元 为 
Hia=di= 2 2 CT (gO)TIT (ge) 
一 他 2 Tg F 


于 
由 于 上 式 中 秤 --… 项 郁 是 非 负 的 , 故 d 宇 0, 同 时 不 难看 出 ,只 有 对 避 
的 每 个 群 元 的 表示 朱 阵 的 所 有 ;7 什 , 部 有 TCg)=90 寺 ,ds 二 0; 而 
这 相当 于 了 (gs 的 第 大 列 元 素 全 为 零 . 即 detT(g.} 二 0。 这 与 表示 
矩阵 的 非 奇 剧 性 相 六 盾 , 故 只 能 人心 >>0, 可 见 五 ' 是 正定 的 对 角 第 
阵 , 故 可 对 它 航 车 指数 运算 , CCHD)"ht 二 qf,m 为 实数 。 车 取 识 


= 立 , 出 得 矩阵 (所 二 = 导 6 其 道 符 阵 为 (于 起 耻 一 全 46,,. 记 


《昌林 难看 出 ,五 二 和 H+ 都 是 厄 米 的 。 如 果 取 六 
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一 于 抽 , 则 可 证 明 Ps 一 SDCgS-: 是 么 正 的 。 因 为 再 (2, 3， 
3) ,C2. 3. 4? 式 和 重 排 定理 得 。 
Tolan= CS dtD'( ga)SSD(ga)S! 
=H' -Ti(g)H'T(e)H' -+ 
= ZH TT! (gOT(g)T NH -+ 
= AH' IT gg) (Tg. gdH' 
= (gr) Tg ) H' 于 
一 总 "对 再 "机 对 
一 7 (go€E G) 
由 此 可 见 DCG) 的 等 价 表示 PKG)= (PCss)} 是 么 正 表 示 。 
定理 3: 若 群 的 么 正 表 示 可 约 , 则 必 是 完全 可 约 宸 示 。 
证 明 : 设 DC) 一 (DCgo)) 是 群 如 的 = 维 么 正 表 示 , 其 表示 空 
间 为 工 。 既 然 站 CCG) 是 可 约 表 未 , 故 二 必 包 会 一 个 不 变 轩 有 子 空 
间 上 tm 之 n)。 设 Li 是 荆 的 正 交 补 空间 迟 一 rn 一 m2)。 而 LL 中 的 
任意 矢量 * 必 与 5 中 的 任意 矢量 y 正 交 , 即 其 内 积 (z,y) 一 0。 又 
因为 工 . 是 工 , 的 丰 对 群 算 符 (Digs) 的 不 变 子 空间 , 且 考 虑 到 
Dige) 的 康正 性 ; 则 有 
{riDigr2y)—tDigd}t ry ttD gry) (2.3.3) 
由 于 
Dg) r=D(ge rE La, (rE Ln) 
故 (2. 3, 5) 式 恒 为 零 , 即 DCgo)yE ,也 就 是 说 二 也 是 工 ,的 相对 
此 群 算 符 不 变 的 一 个 子 空 间 。 也 即 表示 空间 二 5. 外 , 故 该 宕 
示 厅 对 应 分 解 为 两 个 表示 之 直 和 ,如 果 于 空间 L, 和 上; 还 可 约 化 ， 
中 它们 可 能 述 包 含 网 有 不 蛮 子 空间 , 则 这 个 约 化 过 程 还 可 继续 下 
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推论 :在 何 有 限 群 的 么 正 可 约 表 示 等 价 于 一 系列 不 扣 约 各 下 
表示 的 直 和 。 即 有 限 群 的 表示 或 自身 不 可 约 ,或 等 价 于 不 可 约 么 止 
表示 的 直 和 。 

以 上 两 个 定理 十 分 重要 , 它 告 诉 我 们 有 限 群 只 需 研究 其 么 正 
表示 。 而 和 敬 求 有 限 群 的 … 切 老 示 ,只 需求 该 群 的 爹 部 不 等 价 不 可 约 
么 下 表示 ,其 它 任何 袁 示 都 可 由 这 些 么 正 不 可 约 表示 的 直 和 来 构 
成 ,其 形式 为 


DLE) 0 | 
Y PPGY 1 
D(G) rT (2. 3. 6) 
| O LA 
DM GY 


其 中 每 个 DCG} 都 十 如 的 度 让 不 可 约 表 示 , 它 可 简单 表示 
为 r 
DC(G)= 2 wwDw(G) C2. 3. 7) 
称 ar 为 不 可 约 表 示 DC(G) 的 重复 魔 。 初 看 起 来 ,似乎 一 个 群 的 不 
等 价 不 可 约 表 起 的 数量 没有 任何 限制 ,其 实 , 对 于 有 限 焙 ,情况 决 
非 如 此 ,因为 群 的 不 可 约 表 示 要 满足 即将 介绍 的 种 种 条 件 ,这些 条 
件 不 仅 限 制 了 它 的 不 可 约 表 示 个 数 , 而 且 也 限制 每 个 不 可 约 表 示 
的 维 数 ,。 这 些 条 件 对 研究 群 论 的 实际 应 用 十 分 重要 ,在 以 下 几 节 中 
将 研究 不 可 约 表 示 的 这 些 性 质 。 


8$2.4 舒 尔 引 理 及 群 表示 的 正 交 关系 
舒 尔 引 理 是 舒 尔 4Schur) 于 1905 年 证 明 的 ,它们 对 研究 群 的 


不 可 约 表 示 很 有 有 用途, 由 此 可 导出 不 可 约 表 示 的 正 灾 关系 。 


39 


4 舒 尔 引 理 : 


预备 定理 :车 给 阵 M 与 么 正 矩阵 已 对 易 , 作 厄 米 矩阵 W+ 一 
M+M+ 和 MMM- ==iM 一 M17), 则 Mi 和 AM- 也 与 矩阵 U 对 易 。 
证 明 : 由 给 定 条 件 有 
UM=MU C2.4.1) 
将 上 式 两 边 取 厄 米 共 罗 , 并 同时 左 莱 各 恩 ,利用 上 的 么 正 性 
得 


UMT=MIU 《2. 4. 2) 
将 (2.4, 17 和 (2.4. 27 式 和 相 加 可 推 得 

UM,=—=MU (2. 4. 3) 
若 将 这 两 式 相 减 则 有 

UM.=M_U 《2. 4. 4) 


故此 定理 得 证 。 嚼 然 MM 并 不 一 定 是 厄 米 的 ,但 当 讨论 常数 矩 
阵 时 ,将 它 视 为 厄 米 矩阵 并 不 失掉 一般 性 。 因 为 如 果 厄 米 短 阵 M- 
和 MM- 是 常数 府 阵 ( 即 对 角 元 素 为 同一 常数 的 对 角 矩 阵 ), 则 M= 
去 CM+ -iaMf_) 也 一 定 是 常数 矩阵 。 

引 理 ! : 设 DCG) 是 群 G 的 不 可 约 表示 ,如 果 怎 阵 M 与 金 部 
群 元 的 表示 矩阵 都 对 易 , 则 MM 必 是 常数 矩阵 。 

证 明 ; 根 据说 表示 的 基本 性 质 和 上 述 的 预备 定理 ,认为 DC(G) 
是 么 正 表 示 , 而 矩阵 MM 是 厄 米 的 。 设 其 表示 空间 为 上,, 则 M 是 个 
， 维 方 阵 , 上 既然 它 是 厄 米 甜 阵 , 故 可 考 目 本 征 值 问 题 .在 工 ,中 , 设 7 
是 好 的 本 征 值 为 的 本 征 矢量 , 即 


MAr 《2. 4. 3) 
而 矢量 7 在 某 个 群 算 符 DCg.) 作 用 下 变 为 [ 中 的 一 个 新 笑 基 7。 
= Dg)r (2.4.6) 
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由 于 凡 与 Digs) 对 易 , 并 利用 本 征 方 程 (2. 4. 5) 
Mr MD(g)r= Dg IM =A (2, 4.7) 


可见 新 矢量 六 也 是 M4 的 本 征 值 为 4 的 本 征 矢量 , 当 g, 跑 过 整个 群 
时 ,” 将 给 出 表示 空间 二, 的 一 个 不 变 子 空间 Llm<&n)。 这 是 因为 
Digrr=D(gyD (ig)r=D gg)r = Dg Yr=n EL,. 
然而 ,我 们 已 假定 D(G) 是 个 不 可 约 表 示 , 即 L, 不 包含 任何 固有 
不 变 子 空间 , 故 了 ,二 L。 若 中 的 任 取 一 矢量 及 = 27C。 六 (C, 是 
挝 加 系数 ) ,都 满足 
M R=M2C. r= (2.4. 8) 


由 寺 枣 是 空间 元. 中 任 取 的 = 维 矢 最, 它 都 满足 杯 征 方程 (2. 4. 8)， 
故 矩 阵 1 只 能 是 常数 矩阵 :。 
M= A (C2. 4.0) 

其 中 为 实数 ,7 为 半 维 单位 矩阵 。 

推论 :(1) 该 引 理 的 道 定理 也 让 对 的 。 如 果 能 找到 一 个 非常 数 
矩阵 与 群 @ 的 某 个 表示 (Degs)} 的 所 有 和 挺 阵 都 对 易 , 则 此 表示 一 
定 足 可 约 的 。 

“27 阿 贝尔 群 的 每 个 群 元 的 表示 筷 阵 必 与 其 它 改元 表示 上 矩阵 
对 易 , 向 (go 一 CT。 即 阿 贝尔 非 只 有 1 维 木 可 约 表 代 。 


4 一 2 舒 尔 3| 理 1 


引 理工 ; 设 PD 入 分别 是 帮 避 的 和 ni 维 不 可 约 表 示 ， 
若 存在 一 个 关头 下 的 惩 阵 1 满足 Do (Cg)M = MDP (Cp)， 
E07 加 年 阵 对 必 是 下 面 的 疝 种 可 能 性 之 :: (1) 邓 三 0, (2) 
detM #0.D DD, 
下身 类 表示 空间 和 表示 窍 入 再 种 不 同 出 发 点 来 证 明 此 相 理 。 
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证 明了 荆 : 设 荆 和 和 工分 别 是 叶 和 了 DD 的 表示 空间 ,空间 Ls 在 

M 作用 下 糙 变 为 空间 世 。 令 

ML:=L C2. 4, 10) 
由 于 

DOCgj)M= MD (go) ,对 所 有 geEC 故 有 

DL=D ML = MD LL,= ML,=L C2. 4.11» 
所 以 工 是 表示 空间 的 一 个 不 变 子 空间 。 然而 ,已 知 DD 是 个 不 
可 约 表 示 ,Li 不 含有 任何 不 变 子 空间 ,因此 由 (2. 4. 11) 式 可 知 , 了 上 
只 能 是 个 零 空间 或 就 是 上 本身。 因 上 ; 是 个 非 零 空间 民 为 零 空间 
的 条 件 是 好 一 0。 

当 工 = 时, 则 Mz== 上 ,这 里 工 ; 中 一 切 满 足 My=0 的 那些 
矢量 y 的 集合 将 移 成 表示 D* 相 应 的 表示 空间 Li 的 一 个 不 变 子 
空间 天 。 这 是 因为 

MD y=D' My=0 (C2. 4. 12) 
即 车 yE KON 二 0,yE 2 则 Dy 一 y' EkK。 然而 ,DD 是 不 可 的 
表示 ,只 能 是 或 者 站 == 工 ,这 时 上; 中 的 任意 矢量 都 满足 My 二 0, 这 
只 能 版 夺 0: 或 者 攻 本 身 是 个 零 矢 量 空间 ,这 时 及 隆 0, 如 果 detM 
冯 0; 则 MM"! 存在 ;因此 DP 中 社 D'*。 此 引 理 得 证 。 


证 明日 :因为 
Do gw 一 MDTCg ,对 所 有 gE€G C2, 4.13) 
取 上 式 琴 边 的 厄 沫 共 罗 得 
MiD i(g)t=Dug Mt ,gEG C2.4.14) 
根据 勾 正 表示 性 质 Dt(g,) 一 Di(go) = 二 Dlg。'), 则 有 
MiDDg =D (gg Mt ,gEG C2. 4. 15) 
以 MM 奉 生 上 式 得 


RE+DOg 有 一 DPCgs MM, gEG [2. 4. 163 
将 (2.4. 13) 式 两 边 左 乘 M+ , 酝 与 2.4. 16) 式 比较 得 
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M+MDO(Cg 1 二 D(Cgs ad 或 者 

MMDY (gg)= Dg IMIM, gEG (2. 4.17) 
因而 厄 米 短 阵 MM 与 不 可 约 表 示 PD 中 的 所 有 表示 算 阵 对 易 , 根 
据 舒 尔 引 理工 ,MT MM 必 为 常数 矩阵 


MM=CI (2. 4.18) 
当 站 一 mr 一 下 有 ,出 52. 4.187 式 得 ， 

detCagrad) 一 cdetady * (detM) =0" (2, 4,19) 
车 C0, 则 detM 了 0, 故 M ! 存 在 。 由 (2.4.13}) 得 

Digy)=M ID (gM, gEG 2 4. 20) 
所 以 DO 关 D2。 若 C=0, 则 取 (2. 4. 18) 式 的 i 行列 元 素 
有 M3M, 一 0, 即 

2 Mi NM, 2 Ms =0 


土 式 只 1 有 在 每 个 jy 一 00 运 和 二 四 时 才 成 立 ， 但 i 是 任 取 的 指标 ， 
故 M0。 

当 吉隆 rn; 时 ,在 不 失去 一 般 性 下 可 取 吉之 ns。 给 算 阵 计 添 上 
nz 一 nt1) 行 零 , 将 MY 变 为 n; 维 方 阵 入 


ns 
M 
| | 
N= (2. 4. 21a) 
! 0 } Ne 
\ 
而 短 阵 NT 为 
一 ?is i 
1 
1 
AN 一 MT | | | 本 (2.4.21b) 
! jj 
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凡生 阵 乘法 很 谷 易 得 到 NM, 即 

(qdetar+ ydet = CU" 
这 时 用 到 (2.4.19) 趟 ,并 假定 一 n。 然 而 ,由 (2.4.21) 式 可 知 ， 
derN+ 和 detN 由 为 过 ,从 而 有 C=0, 即 M1 M0, 再 一 次 取 第 i 
行列 起 素 , 半 即 可 推 得 M 二 0。 礁 引 理 1 得 迁 。 


4 一 3 不 可 约 表 示 第 一 正 交 关系 


设 忆 是 个 & 阶 有 限 群 ,而 DG} 和 DG) 是 避 的 两 个 不 订 
约 表 未 ,其 表示 维 数 分 别 为 n, 和 rv。 析 造 算 阵 好 


M= DgIXDP Cg (2. 4. 22) 
X 是 任意 一 个 与 群 元 无 关 的 ny xn 朱 阵 。 将 上 式 两 这 分别 左 哺 
DCg2) 和 右 弱 DCgs 0 , 则 由 群 的 基本 性 质 得 


名 


DY Cea MD (gg -1 7 >， DY 《可 8E 站 (CC 人 ss) 


上 一 | 


=M 
即 
DlgaM=MD gD) 让 (2. 4. 23) 
当 DPD” 和 DD”? 是 同一 不 可 的 表示 时 《x 二 站 , 则 由 舒 尔 引 理 I 得 


M=C(CX)I 
而 当 DD? 和 DD 是 不 等 价 的 两 个 不 可 约 表 示 时 (yy 关 7), 则 由 舒 尔 
下 理 工 推断 村 一 0。 综 合 上 述 ,M 可 表示 为 

M=C(X)8,, 


DI gOXD ge Y= CX TS, (2. 4. 24) 

常 熬 CX3 自 然 与 第 阵 志 的 选取 有 关 , 上 既然 关 是 任意 的 ,故我 们 

可 取 拓 只 有 第 关 行 第 直列 矩阵 元 为 1, 其 余 全 为 0, 即 (和 一 到， 

See 加 常数 CCK) 上 与 指标 7 ,有 关 。 取 式 (2. 4.24) 的 第 i 行 第 i 
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列 姑 和 元, 古 让 
以 AN 


,8.8 《2. 4. 25) 
为 了 求 常 数 Ca, 取 ==7Y 二 然后 对 上 式 琴 边 对 7 求 和 , 因 


Dag YN DH Cp w=- Don. IDE Ce 


为 
1 ， | 、 
Spang dy Dg, Do 2 PPCg, DD go) 
— DP Cg te ge) = T= 
Ps Tp 


AN AN 
< 二- b= gO 1 ,= n, 
一] 1 一 上 


将 这 些 结果 代入 C2. 4.25) 式 , 则 求 得 
Ci 一 EB 
读 后 ,得 到 群 的 不 可 的 袁 示 的 第 一 个 正 变 关系 


> pp. DE Cg ) = E886. (2. 4. 26a) 
戎 局 蚌 世上 让 表示 ;, 则 上 式 可 写成 指标 更 对 称 的 形式 

[Li 

2 DE gD Cg. )= E66, (2. 4. 26b) 


方程 (2. 4. 26) 通 常 又 称 做 群 的 不 可 约 表示 的 天正 交 性 定理 ， 
它 在 群 表 天 论 中 在 有 支配 地 位 。 以 下 对 其 他 舍 的 深刻 含义 做 些 掀 
要 讨论 。 

当 给 定 -组 指标 人 Ca 他 时 , 则 站 58 可 看 做 群 元 g, 的 函 
数 ,不 同 的 如 ,将 对 应 不 同 的 了 所 Cg : 故 可 称 它 为 群 上 函数 ,由 正 
交 甘 系 C2. 4.26) 森 难 推 得 


襄 
和 DCg)D 洛 (go 一 ,或 者 
$f 
障 叶 jn 2 
Dg), He DP 0) 
> J Ea ?了 所 0 二 - 中 


2 


一 1 【2. 4. 27) 


/ED a) 
类 此 本 上 背 道 4 维 矢量 空间 中 的 每 个 基 矢 太 , 它 不 仅 两 岗 正 交 , 明 满 
足 G 一 避 | 必 ?一 1, 故 式 (2.4.27) 晴 示 存在 一 个 所 谓 的 g 维 
群 空间 ,对 -组 固定 指标 (j,i, 站 ,就 有 g 个 量 | fgpwce) ， 
有 

a 一 1,2,…,g, 它 们 是 该 群 空间 中 群 上 函数 的 g 个 分 量 。 对 于 舒 个 
不 可 约 表 示 De , 因 1 志 i,j<<n,, 表 每 个 不 可 约 家 示 将 有 城 个 正 交 
归 - -的 群 上 函数 。 若 群 G 共有 N 个 不 等 价 不 可 约 表 示 ,就 有 之 ! 吧 
个 正 交 归 - - 群 上 函数 。 然 而 ,我 们 知道 这 个 群 空间 是 g 维 的 , 故 最 
多 能 有 5 个 线性 独立 的 群 上 话 数 。 因 此 有 关系 

ing (2, 4. 28) 


式 52. 4. 38) 说 明 ,对手 有 限 群 ,只 可 能 从 在 着 有 限 不 等 价 不 可 约 表 
示 ，, 而 每 个 不 可 约 表 示 的 维 数 委 V8 。 后 面 将 证 明 (2. 4. 28) 式 的 
等 号 成 立 。 通常 又 称 群 上 上 哨 数 Di 为 群 空间 的 表示 矢量 。 

在 此 正 交 关系 证 明 过 程 中 ,涉及 群 的 关键 一 步 是 用 到 群 的 各 
排 定 理 . 基 给 定 任 一 群 元 gy; 当 g, 跑 过 整个 群 时 ,gng, 也 和 将 跑 过 整 


个 群 。 于 此 对 应 的 表示 答 阵 才 有 2 D” (gs = 2 DO (ga) 
Dw (eg.) 而 对 于 连续 群 , 群 参 数 " 是 连续 的 ,只 要 将 对 群 元 求 和 改 
为 求 积分 , 且 积分 有 意义 , 那 末 , 对 这 样 的 连续 群 ,以 上 关系 向 样 成 


M1. 


3 2.5 群 表示 的 特征 标 


村 征 标 让 凿 衣 示 论 中 一 个 下 党 重要 的 概念 ,其 许多 符 福 将 给 
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表示 论 的 研究 带 来 极 人 方便。 当 应 用 群 论 研 究 物理 问题 时 ,往往 六 
不 需要 晓得 县 体 的 寿 表 示 征 阵 . 帅 只 需要 知道 液 物 理 系 统 基 有 鸣 
对 你 和 福 群 表示 的 特征 标 , 则 可 使 问题 得 到 令 人 满意 的 解决 ,因此 在 : 
不 少 群 论 雯 著 中 ,为 了 使 用 方便 ,党 帝 给 出 有 限 群 的 特征 祭 潜 。 

我 们 曾 指 出 ,只 和 再 美 ， 心 有 限 群 的 那些 不 等 价 不 可 约 的 名 正夫 
六 | 于 为 ,给 定 个 去 孙 空间 ， 群 才 示 矩阵 并 不 唯一 确定 ,它们 依 束 
于 此 天 的 选取 和 编译 ,然而 ,对 于 同 -表示 空间 ,这 些 椒 同 基 和 失 所 
对 应 的 胡 示 是 相互 等 价 的 , 姥 本 如 何 判 断 两 个 表示 是 否 等 价 呢 ? 这 
就 要 设法 定义 一 个 5 相似 变换 无 关 的 量 , 由 线 手 代数 知道 , 算 阵 的 
本 征 值 .矩阵 的 行列 式 以 及 其 阵 迹 等 都 与 相似 变换 无 关 , 而 其 中 以 
阵 迹 最 为 简便 ,全 体 表示 和 矩阵 的 阵 迹 将 成 为 该 表示 的 特征 量 , 它 与 
基 矢 的 选择 和 编 序 无 关 。 


3 一 1 特征 标的 定义 及 其 性 质 


定义 : 设 DD(O)== {Digo)} 是 群 G 的 一 个 n 维 表 示 , 出 每 个 到 
示 答 隆之 阵 迹 为 


XE =P Dg >p, Cg， gEG 《2. 5. 1) 
称 蔷 (go) 为 群 元 g。 的 下 示 算 阵 的 特征 标 。 所 谓 表 示 DCG}) 的 特征 
奈 , 是 该 表示 的 全 体 表 示 算 阵 的 特征 标 之 集合 {X (go)} goEC。 
性 质 1 ”等 价 表 示 的 特征 标 相同 。 
因为 ,车 表 污 {D' Cgo)) 和 {DCga)} 等 价 , 则 必 存 在 一 个 非 奇异 
逢 阵 4 满足 
D' ig)=AD(gOA ', gEG (2. 5. 2) 
Xlgj)=TD (gpg)—T, LAD) A 
=TD(g) A A) 
=T.Dtigj)=X(tg), gEG 《2. 3.3) 
可 见 互 为 等 价 表示 的 特征 标 相同 ,其 逆 定 理 也 成 立 ; 即 如 果 两 
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个 同 维 表 示 只 有 和 同 的 特征 标 , 则 它们 一 定 足 等 价 表 示 - 因 此 可 要 
据 特 征 宗 来 方便 她 判断 两 个 间 维 老 示 是 他 等 价 。 
性 质 工 对 于 群 避 的 某 个 表示 ,其 同类 元 索 对 应 特征 标 相 等 ， 
谤 群 厄 gi 与 & 是 同类 疱 素 , 则 必 有 群 元 各 满嘴 次 
二 grgyge ! ;对 应 表示 矩阵 的 特征 标 有 
Kp}= TDg) = Digs er!) 
=T,Digi Dig Dgr')] 
=T De Dg De)=T, Da)— XC,) 
由 于 群 元 可 分 成 若干 共 思 类 ,而 群 志 示 中 ,同类 群 元 特征 标 相 
等 ,各 见 特征 标 是 个 “类 了 英 数 ”, 即 每 个 其 范 类 ,对 应 表示 的 一 个 特 
征 标 , 若 群 和 的 5 个 元 素 分 为 天 烽 , 则 相对 任 一 表示 Die” ,可 用 
六 来 标定 该 表示 DG) 的 特征 标 。 


5 一 2 特征 标的 第 一 正 交 关系 
对 于 有 限 群 ,只 需 研究 它 的 不 等 价 不 可 约 的 么 正 表 示 , 而 根据 


乞 正 表示 的 正 交 关系 式 (2. 4. 26b) ,并 卢 := ) 7 一 上 ,得 对 斌 和 了 了 求 
和 , 则 可 得 到 不 可 约 么 正 表 示 的 特征 标 正 交 关 系 。 


FE 
DX CIND (Cg) =g0y (2. 5. 5a) 
[ 


如 果 群 如 的 全 拌 元 分 为 六 类 ,而 天; 类群 元 的 个 数 为 g;。 由 于 同 
类 元 宕 特征 标 相等 , 故 (2. 5. 5a) 式 又 可 写 为 


上 
| 到 Ko sx” -ar {2. 3. 5b) 
"一 1 ' ’ 

dE 8 


类 似 于 群 上 蜂 数 Po (0g,) 的 讨论 。 式 (2. 5. 56) 再 次 说 有 明 ， 


( /各 x") 基 个 关上 m 数 ,给 定 不 可 约 表 示 D”, 就 有 一 组 闫 空间 


的 正 交 归 一 其 晒 数 ,而 类 空间 维 数 为 和 的 类 数 天 , 称 
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| /于 为 王宫 隐 中 特征 祭 估 最 的 太 个 分 量 。 若 群 G 共 有 AN 
号 
个 不 等 价 不 耐 约 表 示 , 因 相互 正 交 的 特征 标 矢 量 的 个 数 不 能 大 于 
该 空间 维 数 , 战 有 
NK C2, 5. 0) 
下 面 将 证 明 (2. 5. 6) 式 等 瑟 成 并。 
5 一 3 可 约 表 示 的 约 化 
假定 我 们 已 知 群 G 的 所 有 不 叮 约 表 水 的 特征 标 , 若 DECG) 是 
G 的 一 个 可 约 表 示 ; 则 必 等 价 于 这 些 不 可 约 表 示 的 直 和 和 ,而 利用 特 
征 标 的 正 交 关系 ,可 求 得 表示 D(C) 中 所 包 会 某 个 不 可 约 表 示 
DCG) 的 次 数 2”。 因 为 
Dg ye a png,), gEG 
对 应 的 特征 标 方程 为 
XCgs) = Sa XCg,), gEG (2.5.7) 
将 上 式 两 边 同 梯 X" (g。) 去 ,并 对 群 元 求 和 ,利用 正 交 关系 
(2. 5. 5d 得 
a gOXCg I XX (2. 5. 8) 


利用 式 (2. 5. 8) 可 将 有 限 群 G 的 任何 可 约 直 示 约 化 。 通 常 称 
不 可 约 表 示 的 特征 慰 为 康 始 特征 标 或 单纯 特征 奈 , 而 可 约 表示 的 
特征 标 为 复合 特征 标 ,任何 复合 特征 标 可 如 式 (2. 5. 7) 那 样 表示 为 
单纯 特征 标的 线性 组 合 .。 

5 一 4 不 可 约 表 示 的 判 据 


恨 揣 合 尔 可 理 可 以 判断 一 个 表示 是 徊 可 约 。 如 果 能 找到 一 个 
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韭 常数 短 阵 与 表示 CC) 的 全 部 窍 阵 对 易 , 则 此 表示 是 可 约 的 。 
而 ,这 不 促 将 涉及 许多 矩阵 的 运算 ， 这 竺 和 沉 数 才 了 的 构成 天 
规 可 污 。 但 屋 , 利 用 特征 际 正 交 闫 系 可 找到 不 可 约 表 示 的 有 效 狮 
据 。 因 为 4 中 导 整 数 ,由 (2, 5. 7) 式 得 


>» [XCg) 1:= >» > cn aPCgI ND (Cg,) 
利用 正 交 关系 (2. 5. 3) 式 ， 由 上 式 化 为 


> IxXtg.))= SR C2, 5. 9) 


如 果 DCG) 是 不 可 约 表示 ; 册 ac 只 有 某 个 为 1, 其 余 全 为 零 。 
因此 对 于 不 可 约 表 示 "其 特征 标 必 须 满足 判 据 


> Xgl Dg [X=g 《2. 5.10) 
8 2.6 不 可 约 表示 及 特征 标 第 二 正 交 关系 


6 一 1 靳 恩 赛 得 (Burnside) 定 理 


定理 :有 限 群 的 各 个 不 等 价 不 可 约 表 水 维 数 之 平方 和 等 于 该 
群 的 险 数 。 即 

og (2. 6.1) 

证 明 : 由 饥 雷 定理 知 ,每 个 g 险 有 限 群 必 同 构 于 置换 群 Sg 的 

一 个 正则 子 群 ,其 对 应 的 了 阶 忠实 表示 称 之 正则 表示 。 除 单位 元 

素 外 ,其 它 群 元 与 G 的 每 个 元 素 相 莱 都 可 改变 群 元 的 次 序 , 故 对 


于 正 惠 表 示 , 则 有 
党 《e) 一 让 
XE = 0, ge 
约 化 正则 表示 为 的 各 个 不 可 约 表 示 之 走 和 ,对 应 的 特征 标 
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《2.6.23 


出 52. 5.7) 赴 得 
hr 
(eg 一 Par KM Ce) 《2. 6. 3) 
=1 
由 《2z. 5. 8} 式 得 


a XK IEIXg) TX Xe) 
z=1 

一 Xenrey， (C2. 6. 4) 
由 于 Xey 一 和 Ce 一 fr 代入 式 (2. 6. 3) 得 


g= > [XPT = > (2. 6. 5) 


收 苇 氏 定理 得 证 。 虽然 ， 对 于 群 的 一 般 可 约 表 示 , 其 a 了 关 ny。 但 出 
于 每 个 阶 有 限 群 都 与 一 个 5, 群 的 正则 子 群 同 移 。 因 此 ,由 正则 
表示 推 得 的 这 个 结果 ,对 任何 有 限 群 都 必 满 足 。 


每 个 不 可 约 表示 有 双 个 正 交 归 一 的 & 维 矢 量 fepy (go) 
( 群 空间 矢量 ) ,而 擂 氏 定理 又 说 明 有 限 群 的 入 个 不 可 的 表示 共有 
g 个 正 交 归 一 的 & 维 矢量 ,可 见 这 g 个 群 上 池 数 可 敌 为 这 个 g 维 
群 空间 的 一 组 正 交 归 一 完备 基 矢 。 


6 一 2 群 表 示 第 二 正 交 关系 


线性 代数 或 量子 力学 告诉 我 们 ,车 线性 空间 二. 中 的 x 个 正 
交 归 一 基 笑 或 基 函 数 构成 完备 集 , 则 不 难 推 得 这 xm 个 基 范 数 满足 
封 阁 性 , 即 由 这 m 个 基 画 数 的 同一 分 量 组 成 一 组 新 的 mm 维基 藻 数 
也 相互 正 交 妇 一 。 

设 { 加 (z)} 是 Ls 空间 中 的 正 交 昌 一 完备 基 范 数 , 则 该 空间 的 
任意 函数 %z) 都 可 用 这 给 基 函 数 展开 。 即 


Sr) = Cpl) 
利用 yx) 的 正 奖 归 一 性 可 立 凤 推 得 


了 > Cr YC) = Br x) 
"= 


广 -- 
1， 


同 理 可 知 , 虐 然 g 个 下 交办 一 的 g 维 舌 量 ( 1 六 DO Cg 构 

成 上 5 维 焙 空间 的 一 组 完 第 集 . 自 然 任 何群 上 到 数 都 可 以 此 左 开 ， 

这 组 此 函数 也 必然 福 足 封闭 性 。 介 这 里 的 宗 量 不 再 是 时 空 变 量 x. 

而 征 群 元 g。 或 群 参 数 .对 于 有 限 赂 ,立即 得 到 不 可 约 表 示 的 第 一 
~ CE _ 


6 一 3 ”特征 标 第 二 正 交 关系 


设 gs 为 群 避 的 任 一 元 素 , 而 (8.} 是 共 思 类 大 i 的 亢 素 集合 。 对 
写 的 基 个 不 可 约 表 未 DG) ,作答 阵 WP， 


Mi 一 De， (Cg.) (2, 6. 6) 
LL 4 


将 上 式 两 边 分 别 左 绪 DC(gs)y 和 右 冬 Dtgs)" 1! ,根据 群 的 基本 性 . 
质 得 
DY Cga) MID (ga) ! 
、 
= > Do0gDDPe(gryDen(grI 一 2 DD (gsge ge 1) 
. 交 i 


Fr 


= 2 prtgy)=MP C2. 6.7) 


由 舒 尔 引 理 1 推断 ,MI? 是 个 与 不 可 约 表示 DP” 和 类 指标 /有 关 
的 x 维 常数 矩阵 , 令 


MP =CmI (2, 6, 8) 
车 下 ; 类 共有 gi 个 让 素 ,对 上 忒 两 边 求 迹 则 得 
C= 全 XX 《2. 6.9) 


代入 式 (2.6.8) ,天 有 有 
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MP = KPT C2, 6.10) 
利用 不 可 约 表 示 第 : 正 交 关系 (2. 6.5), 分 别 对 群 元 g。 和 ga 所属 
共 因 燃 KK, 与 六。 的 元 素 求 和 ,并 将 式 (2.6. 10) 代 入 ,不 难 锥 得 特 
征 标 第 一 正 交 关系 


~ 
2 /exel| /到 xp | =pr (2. 6. 11) 
™! g8 " 4 


从 上 式 可 看 出 ,如 果 把 NN 个 不 可 约 表示 的 第 :类 元 素 的 特征 
标 视 为 一 个 六 维 矢量 ,其 NN 个 分 量 为 exe, 有 xp， 


/本 xye. 者 三 G 有 下 类 , 故 有 于 个 这 种 相互 正 交 归 一 的 六 维 矢 


量 。 而 正 交 矢量 的 数目 不 可 能 超过 空间 维 数 N, 所 以 必定 是 
K&N ,但 式 (2,5.6) 限 制 N 委 天 ,因此 ,唯一 不 矛盾 的 可 能 性 是 
一 天 【2. 6.12) 
这 个 结果 十 分 重要 。 因 为 , 当 给 定 一 个 有 限 群 ,自然 其 全 部 群 
元 可 分 为 若干 共 镀 类 ;而 此 群 存在 的 不 等 价 不 可 约 表示 的 数目 怡 
好 等 于 其 共 示 类 数 。 


6 一 4 不 可 约 表示 的 确定 及 特征 标 表 


综合 上 述 ,可 得 到 以 下 六 个 美 系 式 ,它们 对 求 有 限 群 的 不 可 约 
表示 ,尤其 是 求 特征 标 起 着 侍 要 作用 ,我们 按 使 用 这 些 关 系 式 的 先 
后 次 序 重 新 写 出 。 

(3N=K } 


A 
(2) =g ; 


本 
(3) 2) ES [EXm* 一 8 ; 
‘= vB 2 


站 
(4) 之， 人 fg yn. 8, ; (2. 6. 13) 
| 3 J 可 也 


GD 之: ep cs fe py c=00.8, 日 

(6) 关 人 [Ep cg EPP (gn) = 

利用 以 上 关系 ,原则 上 可 确定 有 限 群 的 不 可 约 表示 ， 然而 ,对 
某 些 商 阶 有 限 群 ,单纯 依据 这 些 关 系 式 来 确定 表示 矩阵 是 相当 示 
难 的 。 值 得 庆幸 的 是 在 实际 应 冉 中 ,往往 并 不 需 妆 求 具体 表示 抑 


阵 , 而 只 需要 确定 特征 标 .我 们 可 将 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表 示 的 
各 类 群 元 特征 标 列 成 一 个 表 , 称 它 为 特征 标 表 。 同 行内 是 同一 个 不 
可 约 表 示 的 各 类 群 元 的 特征 标 ,而 向 列 内 是 同类 元 素 的 各 个 不 可 
约 的 特征 标 , 由 于 N=KK, 因 此 特征 标 表 是 个 方 表 ( 见 家 2. 1)。 利 
用 (2. 6.13) 式 的 前 四 个 关系 和 群 的 具体 结 移 ,对 常用 的 有 限 群 ;不 
难 作出 其 特征 标 表 ， 加 

表 2.1 特征 标 表 


全 1 一 阶 群 人 ee: 引 必 足 铂 环 群 , 族 有 5 人 es 一 e。 它 有 三 
个 个 等 价 的 I 维 表 示 ,其 特征 标 同 了 表示 , 设 其 特征 标 表 如 表 2. 2a 
所 示 ;: 出 =e 知 虽 二 记 二 六 二 1, 轩 此 a;B8,7Y 分 别 可 取 1,e*™* :和 
e ”人 令 s 一 ee 则 此 群 的 特征 标 表 如 去 2. 2b 所 示 。 不 难 证 明 , 它 
满足 特征 标的 两 个 正 交 关系 。 一 切 更 高 阶 衢 乓 群 都 有 娄 似 的 特征 
标 表 。 

例 2 置换 群 $: 是 最 低 阶 非 阿 贝尔 群 。 其 6 个 元 察 可 分 为 3 
类 :Ci 一 te)C 一 (人 (12), (23).(13y) ,= 二 10123),(321)), 故 群 5， 
有 三 个 不 等 价 不 可 约 表 示 .。 由 勃 氏 定理 推 知 , 它 有 两 个 1 维 表 示 和 和 
一 个 2 维 表 示 。 根 据 上 面 讨 论 , 其 特征 标 形式 如 表 2. 3a ,根据 正 交 
关系 可 定 出 常数 a,5,c 和 如 ,其 特征 标 坟 如 表 2. 3b 所 示 。 每 个 群 都 
有 个 昼 等 表示 ,通常 放 在 表 中 第 - - 行 ,而 第 一 列 是 单位 元 素 的 特 
征 标 , 它 恰 是 每 个 不 可 约 表 示 的 维 数 ,还 应 指出 , 上述 并 非 是 敌 群 
Ss 特征 标 表 的 最 快 方 法 。 pp 类 元 素 构 成 群 5; 的 一 个 不 
变 子 群 ， 对 应 的 二 阶 商 群 为 五 Ci Cs}, A= {Cy}. 它 同 枸 子 二 阶 
群 , 从 而 可 方便 求 得 5， 放下 1 维 不 可 约 表示 ,再 根据 正 交 关 
系 可 求 得 2 维 表 示 的 特征 标 。 


表 2. 3a 表 2. 3b 


3 2.7 群 表 示 基 函数 


我 们 兽 计 论 这 从 一 套 在 群 作用 下 不 变 的 线性 独立 函数 出 发 ， 
可 以 求 得 群 的 相应 表示 。 这 些 线性 独立 函数 又 称 之 该 表示 的 基 冰 
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数 , 基 国 数 的 数目 即 为 去 示 维 数 。 同 时 也 研究 了 群 表示 及 相应 特征 
标的 -一些 更 要 性 质 .但 在 许多 物理 阿 题 中 ,有 限 群 的 表示 短 阵 或 特 
征 标 已 知 , 我 们 也 可 由 此 求 出 该 不 可 约 表示 的 一 组 基 范 数 ,虽然 基 
到 元 的 选择 并 不 唯一 ,但 它 对 分 析 许 多 物理 问题 仍 十 分 有 用 ,因此 
企 某 些 有 限 群 的 特征 标 表 中 常常 同时 给 出 相应 表示 的 林 表 数 。 我 
们 可 以 根据 表示 多 阵 写 下 对 称 化 的 基 函 数 ,但 本 节 只 介绍 用 投影 
算 符 技 二 ,可 从 任 一 个 适当 锋 数 中 把 对 称 化 的 基 三 数 投影 出 来 。 


7 一 1 投影 算 符 


设 函 数 集 { 人 二 四} 是 变 撞 群 G= {UCg,)}) 的 不 可 约 表 示 了 D 吕 的 基 

靖 数 ,i 二 1 本 lt 而 DW Cg 为 群 元 Ha 相应 的 不 可 约 表 示 算 
阵 , 则 有 

Us) B= Zi DY (go (2.7.1》 


将 上 式 两 边 同 乘 忆 P" (go) ,并 对 群 元 求 和 ,利用 正 交 关系 得 


< 
2 DE (gOU CEID" = EO Bos 
gm r 


令 
Li 
08 王 全 之 DD' (goU (Cg.) C2. 7. 2) 
网 上 式 又 可 改写 为 
OWNED SB (2.7.3} 
对 于 关 一 7 和 了 一 时 ,并 将 子 改 为 声 列 有 
ONDM SG , (2. 7. 4) 


可 见 算 符 O? 作 用 在 不 订 约 表示 e2 的 第 个 基 函 数 上 , 则 将 
姑 变 为 同一 不 可 约 表示 的 第 了 个 基 函 数 。 这 说 明 ,只 要 晓得 表示 
PD” 的 一 个 基 涌 数 , 则 通过 Op 如 作用 可 得 到 该 不 可 约 表示 的 村 间 
数 的 完备 集 。 在 i=j 的 特殊 情况 下 ,有 
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人 而 一 = | [和 ?, 5Y 
上 式 的 重复 指标 并 不 对 i 求 和 。 其 中 

O8 一 至 之 | Da Cg IU Cg,) (2. 7. 6) 
因此 ,车 存在 某 个 函数 站 满足 OF 和 yy 二 y, 则 可 断定 获 数 yy 是 不 可 的 
表示 DY 的 第 i 个 些 晒 数 。 如 果 表 示 是 1 维 的 , 则 DP* (Cg) 二 
六 fg), 式 (2.7.6) 可 写成 


Om%= XO CgIU Cg.) 《2. 7. 7) 
良 据 基 西 数 的 完备 性 ， 任意 平方 可 积 函 数 己 可 以 此 展开 


p> Yicpep 


苦 将 算 符 Os:* 对 下 作用 得 
ONF=CPO BD (2. 7. 8) 

可 网 Oi? 对 任意 函数 作用 只 将 其 中 的 不 可 约 表示 DPD 中 的 第 i 
分 量 的 基 范 数 ( 可 能 差 常数 因子 ) 投 射出 来 , 故 称 做 投影 算 符 。 

从 任 一 适当 函数 出 发 ,利用 投影 算 符 性 质 (2. 7. 8) 式 和 式 
(2. 7. 4) ,可 得 到 全 部 不 可 约 表 示 的 其 函数 ,当然 ,欲求 表示 DD 中 的 
基 确 数 , 则 须 首先 知道 该 表示 和 矩阵 ,如 果 只 晓得 基 不 可 约 表 示 的 特 
征 标 , 则 可 另外 定义 一 个 算 符 O* 


Mp Dp 
Om%= OP 2 2 ED; PgIU CE) 


守 
= x Cg OU Cg) C2. 7, 9) 
由 方程 (2. 7. 8} 和 (2, 7, 9) 得 


OF B=B" C2. 7.10) 

多 中 是 不 可 约 表示 DD* 的 全 体 基 也 数 之 和 .但 它 并 非 是 De 的 固有 

基 函 数 。 为 了 熟识 由 不 可 约 表示 求 其 基 函 数 的 技巧 ,下 面 以 点 群 
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已: 为 例 详细 阅 明 。 

7 一 2 DD; 群 二 维 不 可 约 表示 基 函 数 

D; 三 是 个 正二 角形 只 奇 的 对 称 性 群 ( 详 见 第 三 章 ?。 如 图 2. 2 
所 示 , 它 是 个 六 阴 群 。 设 ci 和 e 分 别 为 和 >y 方向 的 单位 矢量 , 绕 过 


口 点 是 稚 上 自 于 zi 和 8; 所 在 平面 的 轴线 旋转 120",240* 和 和 360* 的 对 称 
操作 分 别 以 字母 CC 和 e 标记 ,而 绕 轴 Oa,Ob 和 Oe 旋转 180* 


[| 


图 2.2 正二 角形 对 称 性 
表 2.4 DD; 群 的 不 可 约 表 示 


的 对 称 操作 分 别 以 CY? ,C8 和 CC 标记 。, 表 2.4 列 出 DD; 群 的 两 个 
不 等 价 1 维 表示 和 一 个 2 维 表 示 。 我 们 可 人 尾 选 一 函数 FF 一 az 十 by 
二 er 十 dy? 利用 (2,1,6) 式 和 表示 De ,立即 可 求 得 该 表示 的 在 
六 数 。 由 于 

UF Feartbyter tay 

DCOYF FEOCM IEFCM =ar—byter tady 


CCHF EFCPD a lz yt 


二 CC 一 和 2) 


z+(— ot 十 二)3? 十 (二 FI edary+ 


+e)y 


rr V 3 3 p C 3 

CC IF 六 十 了 br 2 gp yt 十 地 
Dr * Cayt (ty 

UCIOFF ET STA Dt a yt tt 


BD rt Eadyt (Sty 


CCDE=(—$~ zt a yt s+ 


3 
4 


由 (2.?7. 6) 式 可 得 到 搓 D; 的 时 个 1 维 表 示 A 和 4; 的 投影 算 符 
OP OT, 


mr 十 (于 十 这 


0 一 寺 [CGe) 十 CCP 十 CC 十 CCCS +U C+ 
UCHI (2.7.11) 
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则 有 


OF 一 (zz 十 罗 ) C2. 7. 12) 
OP UOC) UCH) UCH) UC + 
CCE) C2. 7.13) 
向 有 
DIF=0 2,7.14) 


这 说 戎 ,由 肾 数 玉昌 可 求 得 了, 群 的 重 等 表示 基 国 数 为 4z: 十 
y:)》, 但 还 得 不 到 表示 A; 的 基 师 数 , 即 王 对 求 A, 表示 的 基 冰 数 是 
不 适当 的 。 对 其 2 维 表示 DD», 因 里 人 Ke) 一 2 和 DC 人 )》 = XS 
(C8) 一 多 (C9) 一 0, 革 C8) 一 区 中 CD 一 一 1, 由 (2.7.10) 得 

Oo 一 二 [20(e) 一 CC 一 CCC9D)] 


Oe 有 一 六 [az 十 及 十 评 ( 人 一 四 (十 节 ) 二 有 
几 是 2 维 不 可 约 表 示 的 两 基 琐 熬 之 和 ,为 求 该 表示 的 两 个 基 郴 数 ， 
可 利用 投影 算 符 式 (2. 7. 8) 的 性 质 。 由 于 

OP=#U Ce) TU CY) SU Ce) SU eg) 


一 六 UC) 一 记 U CY 
OPF =art se (ey) = 
再 利用 式 (2. ?7.3) 和 <2,7. 4) ,得 
OP GH =ay— Ce— dry—® (2. 7,15) 
则 更 2 和 更 8 呈 是 两 个 DD 中 表 示 的 基 函 数 。 同 理 利 用 投影 算 符 口外 
作用 于 上, 丸 可 得 到 一 个 基 玛 数 上 内? ,其 中 
OR F = =—yh 
Og 一 好 一 各 
由 于 系数 a,5,c 和 地 可 任意 选取 ,为 简单 起 见 , 可 令 5 一 1, 故 推 得 
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(2.7.16) 


站 : 群 的 一 组 2 维 表示 的 基 晨 数 为 和 3。 而 由 名 和 人 名, 若 取 人 
到 筋 一 维基 靖 数 为 (x 一 yD 和 一 2xy。 


7 一 3 ” 直 积 表示 和 让 积 群 表示 的 基 沙 数 


若 群 已 有 两 个 不 可 约 表示 DD 和 了 DY, 令 { 呈 , 斩 ,，， 吕 ,} 是 
表示 DP" 的 基 狙 数 , 而 ( 击 ,&;…; 贞 ,} 是 D 的 基 孙 数 , 则 直 积 表 
示 了 一 DED 是 个 nmr 维 表 这 ,其 基 函 数 可 写 为 几 。 一 名 .办 (1 
mn lnr). 对 于 任 一 变换 群 元 UCgw), 则 有 


Ug = 包 beCDw CE)GDo (go)]um 


一 之; 2 BD eID Cg 一 (CCDGDy(CUrCg) 几 ) 


km] harl 
{2, 7.17) 
这 表明 算 符 对 直 积 空 闻 函 数 的 作用 规律 。 由 基 函 数 (y) 张 成 的 
ns* #7 维 空间 是 分 别 由 菇 函数 { 鲁 ,} 和 {4} 张 成 的 空间 的 直 积 。 
物理 上 还 常 装填 表示 空间 自身 的 直 积 。 设 过. 是 基 清 数 {,， 
王 ，…… 和 下)} 张 成 的 空间 ,这 时 天 维 的 直 积 空间 L.69L, 的 基 沙 数 为 
{十 十; ,十 | 加。 这 时 必须 记 住 直 积 施 数 盏 硬 ;与 
于 名 天 旋 不 同 , 它 们 代表 直 积 空间 了 两 个 独立 的 基 和 。 当 所 研究 的 
物理 系统 包含 多 个 全 何 粒 子 时 ,就 会 出 更 同一 个 群 的 两 个 表示 的 
直 积 的 情况 。 例 如 ,在 氮 这 样 的 双 电 子 原子 中 ,车 每 个 电子 的 波 函 
数 按 群 妃 的 不 可 约 表 示 变 换 , 则 两 个 电子 体系 的 波 冰 数 ( 忽 略 电 
子 间 相互 作用 ?将 按 志 群 的 直 积 表示 变换 。 

设 殖 一 te 一 中 ja 和 天 一 (te 一 有 分 蚤 是 阶 
数 为 n 和 m 的 两 个 群 ,H 与 下 的 群 元 可 对 易 , 则 其 直 积 群 G=HH 
的 K 是 个 nm 阶 群 ,而 的 可 约 或 不 可 约 表示 万 的 大国 数 , 可 
以 取 为 H 和 大 的 相应 表示 De 和 了 的 基 范 数 的 乘积 ,而 De 
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= DC DC 。 今 (下 , 贡 代表 六" 台 的 本 个 基 晴 数 ， {1 se ? 
…, go} 代表 Po 的 袁 个 基 画 数 , 于 是 表示 DG 一 DG@De 有 凤 
个 基 苞 数 {fymm} ,这 里 由 ,一 贡品 1 smsay1 生 ns。 若 嫩 的 群 元 
Eu 一 上 ss 则 它 对 十 数 ge 的 作用 由 下 式 给 出 : 


1 ~ 
Clg pm 2 pu Dm (ge) 


一 人 S19, DE CRY DhDE Ckg) ]) 
一 (再 .中 CKag,) (2. 7.18) 
可 见 ,两 个 因子 群 的 算 符 只 作用 于 它们 各 租 的 表示 空间 。 如 果 有 两 
个 可 区 分 的 粒子 (如 电子 和 质子 ,它们 的 波 益 数 按 遇 个 不 同 的 对 称 
性 群 的 胡 示 变换 , 则 整个 体系 的 波 旺 数 将 按 直 积 群 的 小 示 变 换 。 
7 一 4 ” 克 莱 布 西 一 高 登 (Clebsch--Gordan}) 系 数 


设 pw 和 De 是 三 G 的 两 个 不 是 约 表示 ,其 直 积 表示 道 常 是 
可 约 的 ,可 等 价 于 一 系列 不 可 约 表 示 的 直 各 ，。 
DomDo = 3) wpw (2,7.19) 


称 上 式 为 克 莱 布 西 一 高 登 级 数 。a, 是 在 该 直 积 表示 中 包含 不 斌 约 
表示 DD 中 的 次 数 。 对 于 乏 正 表示, 则 有 


w= XP INN EIND: Cp) 《2.7. 20) 
BEG 
有 时 常 将 (2, 7. 19) 式 改写 为 
Le] 
DPRDT = 2 Ci DO (2.7. 21) 


显然 有 CY) = 二 CYA)。 
在 物理 应 用 方面 ,更 重要 的 问题 是 求 自 积 表 示 的 基 消 数 , 通 过 
将 其 适当 组 合 而 写成 按 群 不 可 约 表示 变换 的 形式 。 如 困 给 定 丁 一 
对 不 证 约 甫 示 了 人 和 也 中 的 基 涌 数 { 人 二 1 ,2.0) 与 和? 
QU 二 41112 yr7) ,我 们 要 求 其 药 积 内 "gP 的 线性 组 合 的 2 个 基 消 
62 


数 区 20 一 1 2 3) ,它们 属于 不 可 约 表 示 PD。 最 然 万 2 必 包 
全 在 DPTE9D 吕 中 , 即 CpYW) 了 0。 如 果 C2YD 记 1, 则 有 几 组 无 关 的 
{中} 它们 部 届 寺 DY, 为 广 区 柬 哪 一 组 { 委 站 } ,我 们 可 利用 新 的 
标记 和 5 一 1 20 AY。 函数 灵 ! 是 
gg"epn 的 线性 组 合 ， 

= Sp BP pj 7h lars) (2. 7. 22) 
卫 式 中 的 组 合 系数 Cu 六 zaras) 称 之 克 莱 布 西 一 高 登 系数 或 魏 格 
纳 CWigner) 系 数 .也 有 人 吓 做 矢量 相 加 系数 。 对 于 不 同 的 对 称 性 
群 , 它 有 不 同 的 局 名 和 具体 数值 表 。 

Yr 的 总 数 必 须 等 于 乘积 函数 ”BP 的 总 数 ， 

之 CEY AYM SS ny (2. 7. 23) 
因此 ,C 一 G 系数 (47 ,arss) 形 成 一 个 ar 阶 征 阵 .方程 (2. 7. 22》 
给 出 直 积 家 示 空 间 中 两 种 不 同 的 基 朱 或 基 消 数 更 和 六 甸 站 
之 间 的 线性 关系 ,这 种 关系 还 研 以 反 过 来 写 为 


j=—1,2, 0, 
OB = 2 Ve (CATs | p77) 7 1 .2 (C2. 了 . 24) 
ri i 


yy 


因此 有 
DAs aj) po As) = O66 (2.7. 25a) 
i 


2 Cp ye |Aras) CArss [7170D) = 06 《2. 7. 25b) 
4 


对 于 去 正 表示 ,方程 (2. 7. 22) 是 从 正 交 基 {JB 站 }) 恋 到 另 一 
组 正 交 其 { 亚 ,CC 一 G 系数 是 么 正 的 ,满足 
CArys zj 一 (Chris (2, 7. 26a) 


2 Cap Yi ars) Cup rillArns) =—=Od 0 (2.7.26b) 
i 


mar 
一 

CA 9 Ye [Arso Ces Yt Aris) " 一 合 ,人 ‘2, 了 ， 26c) 
1 


由 下 {Be} 是 群 G 的 Dp 中 不 林 约 表示 的 基 沙 数 , 则 群 算 符 
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LTCgwtgE CI) 对 其 作用 为 
UgIV 一 2 Dg YP 
一 2 PB Cp Yk Ams DD Cg) 
(2, 7. 27a) 
Ug =U (ge) 之 CH BE Cp ,YE [ar 
- 


= 2 SP BP DP Cg YI DE Cg ) Cpjs Yi lars) 


(2. 7. 27b) 
由 于 {WB 站 1} 是 一 套 线 性 独立 的 基 卫 数 , 戊 有 
2D fy DP Cg) Cj Vars) 
= 2 Crk Ans YD Cee) 《2. 7. 28) 


利用 C 一 G 系数 性 岳 (2, 7. 26), 可 将 上 式 写成 物理 上 园 有 用 的 形 
式 


2 Crt ri DP eg ID (Cg) Cpjs yl lArs) 
?RH 


= 2 DP gd, 
上 式 左 边 第 一 个 因子 义 可 写 为 Cpi,Yk1INT2)" 并 将 CC 一 CC 系数 
移 到 方程 右边 , 则 得 
Dr Cpga) De (ge) 一 > 2 Cp sk | Arys! DY (CATs | 27 


(2.7, 29) 

以 上 这 些 关 系 对 讨论 量子 论 中 的 选择 定 则 ,能 谱 分 裂 以 及 粒 

子 组 态 的 分 类 等 都 要 用 到 ,而 物理 系统 满足 的 对 称 性 群 各 不 相同 ， 

对 应 的 C 一 G 系数 也 不 同 ,为 了 计算 方便 ,不 少 书 中 已 给 出 C 一 G 
系数 表 供 您 使 用 。 
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习 题 二 


2 一 1 若 吕 是 群 的 表示 , 试 证 其 复数 共 斩 DP' 一 {D' (go)} 也 
是 该 群 的 表示 。D 和 D'* 或 者 都 可 约 或 者 都 不 可 约 。 

2 一 2 车 DD 和 中 是 群 G 的 两 个 不 等 价 不 可 的 表 角 , 试 证 
其 直 积 表示 DD 不 含 桓 等 表示 。 且 不 可 约 表 示 与 自身 的 复 
共 罗 表示 的 直 积 只 包含 一 次 恒 等 表 示 。 

2 一 3 试 迹 有限 群 妃 的 两 个 表示 DtG) 和 DCG) 不 包含 公共 不 
可 约 表示 的 充 要 条 件 是 特征 标 正 交 , 即 


> giXED KD “一 
jl ~ 


式 中 车 和 XX? 分别 是 表示 也 和 DD' 的 第 :类 群 元 的 特征 标 。 

2 一 4 设 4 二 {4,} 和 B=={18s} 分 别 是 群 G=={g.} 和 上 让 二 {fs} 的 
不 可 约 表示 , 试 下 C= {Cww} 是 直 积 群 五 CGO9P 的 不 可 约 岩 示 , 其 
中 Coa= A Bs 

2 一 5 求 下 列 群 的 特征 标 表 和 不 可 约 表 示 :《1) 三 阶 群 ;(2) 四 
阶 循环 群 ; 3} 四 阶 非特 环 悦 ; (4) 六 阶 非 阿 页 尔 群 ; (5)n 阶 箱 环 
群 。 

2 一 6 证明 每 个 有 限 群 至 少 有 一 个 忠实 表示 , 试 做 出 mm 阶 循环 
群 的 正则 表示 。 

2 一 ? 署 换 群 S$, 有 几 类 元 素 ? 试 根据 已 知 的 5S; 群 的 特征 标 表 
作出 S, 群 的 特征 标 表 。 

2 一 8 试 证 直 积 表示 的 特征 标 等 于 其 因子 表示 的 特征 标 之 先 
积 。 

2 一 9 设 属 避 包含 下 列 8 个 元 素 : {1, 一 1],x 一 XY 一 yr 
一 <} ,其 乘法 表 为 7+: 二 y ?一 zx? 二 1] yxy 一 一 yf 一 ZX2 一 一 Zr 一 yyXy 
一 一 娠 二 上 <。 试 做 出 此 群 的 特征 标 表 。 

2 一 10 满 中 条 件 


2 8 |X N=2g,3g 或 48 
的 表示 郡 可 能 是 怎么 梓 的 表 居 ( 指 分 解 成 木 可 约 表 示 的 情况 ) 。 

2 一 11 对 于 么 正 不 可 约 表 代 P ,De 和 。 证 明 直 积 表示 
PoGP PP 和 DPD" 中 分 别 包含 不 可 约 表示 D** ， 
Dm * 和 DD"* 的 次 数 相 等 ， 

?一 12 求 直 积 表示 DOD® 为 不 可 的 表示 的 条 件 。 

2 一 13 ” 斌 证 有 限 群 的 两 个 表示 DD 和 DD: 不 包含 公共 不 可 的 
表示 的 充 要 条 件 是 其 特征 标 正 交 : 

XL =0 
式 中 美称 XX 分别 是 D, 和 Ds 中 第 i 类 的 特征 标 。 

2 一 14 车 不 可 约 表 示 DD“ 和 DY 的 特征 标 是 实数 ;而 D" 的 
特征 标 是 复数 , 试 证 明 直 积 表示 D”"” 的 DP"? 必 包含 相同 次 数 的 D” 
和 六 ' 中。 ' 
2 一 15 利用 关系 式 (2. 7. 22) 和 (2.7, 24) ,并 根据 基 函 数 的 线 
性 无 闫 , 推 导 关 系 式 (2. 7. 23)。 

2 一 16 ” 试 证 天, 类 的 每 个 元 素 的 逆 元 素 之 集合 构成 KK,' 羔 ， 
县 对 于 木 可 约 表示 DP 中 和 和 D” 潢 足 

XXX 一 5 
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三 章 ”分 子 和 晶体 对 称 群 


分 子 是 由 原子 构成 的 。 图 3，1 所 示 的 茶 分 子 (CsHs) 和 甲烷 
分 子 CH) 等 部 其 有 - - 定 的 对 称 性 。 荣 分 子 的 6 个 碳 原子 排列 成 
平面 正六 边 形 , 绕 过 分 子 中 心 并 延 直 此 平面 的 轴 转 2xy6 角 或 其 整 
数 倍 时 ,， 苯 分 子 外 形 不 变 , 而 甲烷 分 子 绕 每 个 C 一 H 键 转 2r/3 角 
也 是 不 变 的 。 这 种 保持 分 子 或 晶体 的 任意 房 点 间距 离 不 变 ， 并 使 
之 变换 前 后 图 形 和 重合 的 操作 称 之 对 称 操作 。 

上] 


了 


向 3，1 共和 甲烷 

分 子 的 对 称 操作 有 有 以 下 五 种 ; (1) 恒 等 操 作 , 通常 以 EE 代表 ， 
其 实 它 不 对 分 子 作 任何 变动 ， 促 是 以 群 来 描述 对 称 性 时 数 堂 上 所 
必须 的 单位 群 苑 。(2) 统 轴 作 定 角 转动 。(3》 镜 面 反射 。(4》 镜 
转动 。 先 绕 铀 转 一 定 角 后 ， 再 做 乘 血 于 该 轴 的 平面 友 射 。(35) 中 
心 反 演 。 

明 然 汗 多 大 分 子 表 观 上 不 存在 任何 对 称 操作 ， 但 其 内 部 果 原 
子 附近 却 在 在 局 郁 对 称 性 。 当 需要 研究 该 原子 的 某 些 波谱 特性 时 ， 
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了 解 其 局 部 对 称 性 也 是 重要 的 。 以 上 的 对 称 操 作 至 少 玫 归 保持 分 
子 内 的 一 点 《中 心 ) 位 置 不 动 ， 因 些 称 它们 所 构成 的 群 为 分 子 点 
群 。 不 同 对 称 性 分 子 将 对 订 不 同 点 群 ， 它 们 都 是 三 维 正 交 群 的 有 
限 子 群 。 分 子 轨 道理 论 及 其 电子 谱 和 振动 谱 等 都 与 分 子 的 点 群 对 
称 性 密切 相关 。 

理想 鼎 体 是 由 原子 或 离子 的 周期 性 规则 排列 。 图 3. 2 所 示 的 
NaCt 和 CsCl 晶体 分 列 具 有 面 心 立方 和 体 心 立方 对 称 性 。 一 般 醒 
体 的 单位 甬 胞 尺度 大 约 是 埃 的 量 级 ( 态 =10-*cm) ,而 单 晶 的 边 长 
至 少 有 几 个 毫米 ,其 前 欧 密 度 约 为 10* em 这 说 明 实 际 应 体 虽然 
太 小 有 和 限 , 但 在 只 需 考 虚 明 体内 部 性 质 而 可 平 略 其 表面 效应 时 , 仍 
可 方便 好 将 它 视 为 无 限 大 .这 种 无 限 大 章 体 除了 点 群 对称 操 作 外 ， 
述 具 有 基 种 平移 对 称 性 ,一 切 允 许 的 平移 变换 构成 晶体 平移 群 . 蛇 
体 的 这 种 平移 不 变性 严格 限制 了 鼎 体 可 能 存在 的 点 群 对 称 性 ， 我 
们 将 详细 地 推演 可 能 存在 的 32 个 唱 址 点 群 , 它 们 在 而 体 物 理 中 得 
到 广泛 应 用 。 


[tay tb) 
图 3.2 (a) Nacl 晶体 的 面 心 立 方 结构 
tb) CsCl 曙 体 的 体 心 立方 结构 
各 各 


通常 你 绕 轴 胜 转 的 对 称 操作 为 直 转 动 ， 看 单纯 由 真 转动 构成 
的 群 为 第 一 类 点 寿 ， 绕 定 轴 转 动 后 又 作 平 面 反 射 或 中 心 反 演 的 为 
非 扶 转动 ， 包含 区 射 与 反 演 的 点 群 是 第 二 类 点 群 。 晶 体 点 群 和 平 
移 群 的 组 合 将 构成 咖 体 空间 群 。 


33.1 点 群 的 对 称 操作 


点 群 的 每 个 疼 元 代表 一 种 对 称 龟 作 ， 虽 前 有 多 种 标记 点 群 操 
作 的 符号 ， 我 们 采用 广泛 使 用 的 能 夫 里 (Schoenflies) 记号 。 

n 次 轴 和 次 双向 加 。 设 绕 某 轴 转 吕 角 是 点 群 的 一 个 元 素 
R(D ,对 于 有 限 群 , 虹 求 [RCOD7"= ROn) 一 电 二 RC2xm) 其 中 二 
和 为 整数 , 转 般 8=2xrm/n。 绕 此 轴 的 最 小 转角 为 2x/n, 则 称 它 
为 a 次 轴 , 对 应 的 群 元 记 为 C,。 显然 , 若 C 是 点 群 的 .个 对 称 操 
作 ， 自然 避 ，C3…， Ci! 等 也 是 群 元 。 若 C 和 CT! 互 为 共 红 认 
素 , 则 称 该 轴 为 上 次 双向 畏 。 不 难看 出 ,次 轴 为 双向 轴 的 条 件 是 
该 点 群 包含 重 直 于 = 次 轴 的 2 次 轴 , 或 者 有 通过 此 轴 的 反射 面 。 通 
常 称 5 最 大 的 轴 为 主轴 ， 并 取 其 为 竖 直 方向 。 

水 平反 射 面 和 竖 直 反射 面 。 与 主轴 垂直 的 平面 称 水 平反 射 面 ， 
以 m 标记; 面 通过 主轴 的 平面 为 竖 直 反射 面 , 以 ov 标记 , 过 主轴 
并 介 于 两 个 水 平 2 次 轴 之 间 的 反射 面 以 os 代表 。 

饶 转 动 铀 。 它 是 经 过 ”次 轴 转 动 后 再 作 垂 直 该 轴 的 平面 反射 
的 联合 对 称 操作 ， 以 5S, 标记 。 

x 次 反 演 轴 . 当 点 群 包含 线 # 次 轴 的 旋转 反 演 联合 操作 , 则 称 
它 为 # 次 反 演 轴 ， 以 CG, 二 IC 标记。 这 时 点 辞 有 以 下 对 称 操作 ， 

CG Ci (为 偶数 ) 

GC (4 为 奇数 ) 
通常 以 了 代表 中 心 反 演 , 若 群 包含 1 次 上 友 演 轴 , 则 此 群 就 有 对 称 中 
心 ; 当 群 有 2 次 反 演 轴 时 ， 此 群 就 有 有 个 垂直 CC; 轴 的 反射 面 。 
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等 价 轴 。 若 群 有 CC 和 和 C 两 个 x 次 加, 且 C. 与 或 Cx ! 共 
儿 ， 则 称 这 两 个 次 轴 等 价 。 不 难看 出 ， 其 等 价 条 件 是 群 包 售 一 
个 对 称 操作 能 将 C; 办 变 为 C。 加。 

4 次回 和 次 镑 转动 轴 可 用 图 3. 3 形象 地 标 沁 。 


AAA A 
2 DOOOO 


Sr=i 


图 23 “对称 操作 从 

由 上 述 的 对 称 操 作 可 以 构成 各 种 比较 简单 的 基本 点 群 。 车 再 
如 上 其 它 对 称 把 作 ， 则 可 构成 更 大 的 较 复 杂 点 群 。 由 最 基本 的 几 
何 对 称 性 时 看 出 ， 扩 大 点 群 有 以 下 规则 ; 

1” 加 上 上 反 演 操作 7。 扩大 后 的 点 群 比 原点 群 界 数 高 一 倍 ， 疯 
且 了 与 其 它 对 称 操作 皆 对 易 。 

2” 车 加 上 一 个 迄 丰 于 CC, 轴 的 2 次 水 平 轴 ， 就 相当 于 有 个 
水 平 2 次 加。 

3” 着 如 一 个 过 CC; 轴 反 射 面 c， 就 相当 于 如 了 *” 个 竖 坦 反射 
面 。 

为 了 分 析 点 群 的 结构 ， 注 意 到 以 下 丙种 对 称 操作 的 可 交换 性 
是 有 益 的 : (1) 反 演 与 其 它 点 群 操作 ; (2) 绕 同 铀 的 两 个 转动 ， 
(3》 绕 两 个 征 直 轴 转 x 和 角 ; (4) 转动 与 型 直 于 此 负 的 平面 反射 ， 
(3) 定 轴 转 = 角 与 会 此 轴 的 平面 反射 ，(6) 两 个 相 垂 直 的 平面 反 
射 。 
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《3.2 极 射 杰 面 投影 


点 群 的 “ 切 对 称 操 作 至 少 保 持 空 间 一 点 不 动 ， 因 此 其 全 部 转 
轴 和 攻 射 平面 才 村 过 这 个 不 动 点。 通常 取 它 为 原点 。 为 了 形象 地 
企 平 面 上 描述 点 群 的 对 称 操作 ， 我 们 可 做 以 原点 为 中 心 ， 半 径 任 
意 的 圆 妹 ,要 研究 分 子 或 晶体 某 一 点 在 群 元 作用 下 的 对 称 变换 ,可 
将 该 点 与 球 心 连结 - -直线 , 则 直线 或 其 延长 线 必 相交 球面 一 点 4， 
殴 球 的 赤道 平面 是 个 圆 面 , 称 它 为 工作 面 . 当 点 4 在 上 半球 时 ,可 
将 44 与 圆 球 的 寓 航 点 连 成 直线 , 该 下 线 必 相交 工作 面 于 所 点 ， 称 
它 为 参考 点 ， 以 十 号 标记 ; 当 4 点 在 下 于 球面 时 ， 特 其 与 北 胃 点 
连 成 直线 ， 它 也 必 交 工作 面 手 一 点 ， 以 各 导 标 记 。 当 对 晶体 或 分 
子 作对 称 操作 时 , 就 相当 4 点 在 球面 变 勤 , 而 4 点 与 北极 或 南极 
连结 就 相当 于 参考 点 在 天 道 平 面 上 变动 。 这 样 ， 点 群 的 每 个 群 元 
都 在 工作 面 上 有 一 个 十 或 〇 的 像 与 其 对 应 。 通 常 取 工 作 面 为 三 直 
于 主轴 的 水 平面 ， 其 ”次 轴 或 二 次 镜像 轴 要 在 工作 面 上 的 相 许 位 
置 以 图 3. 3 形式 标记 出 来 。 包 含水 平反 射 面 的 点 群 ， 其 工作 面 贺 
用 实 线 ， 否 旭 为 喉 线 。 其 它 反射 面 以 实 线 标 记 ， 面 其 它 转 动 和 结 
构 线 缘 以 虚线 标 出 ， 称 这 种 图 型 为 点 群 的 极 射 厅 面 投影 。 这 种 描 
述 方式 ， 在 分 析 点 群 结构 ， 尤 其 是 较 简单 的 点 群 特别 方便 。 下 面 
讨论 晶体 的 32 个 点 群 时 ， 将 一 一 给 出 它们 的 极 射 赤 面 投影 。 


33.3 晶体 32 种 点 群 


3 一 1 晶体 转轴 制约 定理 


对 于 单个 分 子 对 称 性 ,其 转轴 的 次 数 是 没有 限制 的 。n 可 为 任 
何 整数 ,其 至 可 为 无 穷 大 的 连续 转动 。 然 而 对 晶体 而 言 ,其 原子 周 
?1 


期 性 排列 在 各 个 晶 格 上 .为 了 描述 右 便 ,可 以 晶体 的 基本 平移 矢量 
atyas 和 as 为 基 矢 的 坐 和 祭 系 , 则 部 体 中 的 每 个 原子 的 位 置 矢量 为 


n=may| nas nas 《3.。 3.1) 
这 里 ww 为 整数 , 而 a; 是 从 一 个 格 点 到 最 邻近 格 点 的 最 小 平移 , 它 
们 取决 于 晶体 自身 的 结构 。 当 品 体 绕 某 轴 转 动 有 叱 时， 要 满足 不 蛮 
性 ， 必 须 使 格 点 * 落 到 另 一 个 格 点 m 上 ， 从 而 对 转角 有 很 强 地 制 
约 。 因 为 


3 
RF 二 次 二 人 jma (3. 3. 2) 
terl 
上 式 的 矩阵 形式 为 
更 1 有 Ri Re: Ral fn, 
imz|=| Ro Ry Rozal | ?aa (3.3.3) 
ms Rs Ris Ris) lns 


车 取 格 点 矢量 nn 为 二 1 na 二 1 二 0 则 二 Ru， 出 m4 为 整数 可 
推 知 Ru 是 整数 。 类似 地 推断 Re 和 Rs 都 是 整数 。 故 对 于 晶体 旋转 
对 称 操作 下 , 其 变换 矩阵 的 阵 迹 工 R 一 整数 .我 们 知道 , 入 似 变 撞 
下 阵 迹 不 变 。 著 由 a 为 基 矢 的 坐标 系 变换 为 直角 坐标 系 , 并 取 C 


轴 沿 Z 加， 其 转角 为 wg， 出 相应 的 变换 矩阵 玉 为 
cosp —saing 0 
六 一 | sinp cosp 0 (3. 3. 4) 
0 0 1 
由 人 RR 二 TT, 尼 一 2cosgp1 一 整数 不 难关 出 ,转角 9 只 能 是 0°，60"， 
90*，120* 和 180*， 它 们 分 别 对 应 Cl， Ce Cs，Cs 和 Cs 轴 。 对 于 
镁 转动 , 其 对 应 的 变换 答 阵 的 人 及 =2cosp 一 1, 同样 可 推断 镜 转 轴 
只 有 Si， Ss Ss， S; 和 9。 对 晶体 而 言 ， 不 存在 二 次 町 和 六 次 以 
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上 的 高 次 轴 。 

3 一 ?2 点 群 忆 ， 

这 是 一 类 阶 疑 环 群 , 每 个 元 率 自 成 一 类 ,对 于 顺 体 而 言 ,只 
有 Cecs cs Cy 和 Cs 天 种 晶体 点 群 , 其 极 射 杰 面 投影 如 图 3. 4 
所 示 。 它 的 2 个 锋 元 为 Cs Ce ， Ci, "ry C=E 


~ ~ 二 一 一 一 二 一 一 一 
A ~、 、\ Ax NN a “~ /x A 
Xx Yi 1 \ 
tie ji A 
. % 和 四 
的 % AS 其 其 
~ 7 ~、 ~ t ~ eg Mr 
一 Cr e 1 Ca Cs 


图 3.4 点 群 C, 的 轻 射 赤 面 投影 


3 一 3 ”点 群 CC， 


车 将 水 平反 射 面 m 添加 到 点 铬 C, 上 ,就 可 得 到 点 群 Cs。 由 
于 anC 一 Cen， 大 C= C09C,， 其 中 C=Cu = {EE, Cu 是 一 
个 2 阶 的 阿 具 尔 群 ,其 每 个 群 元 自 成 一 类 。 由 于 晶体 旋转 的 制约 
性 ， 只 有 Cu 二 Ci Ca Cm， Cu 和 Ca 五 种 瑞 体 点 群 ， 其 极 射 赤 面 


投影 如 图 3. 5 所 示 。 当 为 偶数 时 , TE Cw, 占 体 有 -个 对 称 中 心 。 


全 
和 ee (ee 
@ © © @ 
Cu Cn Cw Dan 


图 3. 5 点 群 Cs 的 级 射 赤 面 投影 
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3--4 点 和 群 C. 


车 添加 -个 过 C。 轴 的 反射 面 5 到 点 群 C. 上 , 经 CC 对 称 性 ， 
则 可 得 到 另外 一 1 个 屋 直 反射 面 。 因此、 点 群 C, 有 22 个 群 元 ， 
除去 #1 个 己 , 元 素 外 , 还 有 个 平面 反射 操作 。 通 常 Cua* 天 ooCo 故 
点 格 Ce 不 能 分 解 为 更 简单 的 两 点 群 直 积 。 由 于 该 点 群 的 C. 轴 是 
冯 回 轴 ， 故 群 元 Cw 和 "为 同类 元 素 。 当 为 奇数 时 ， 其 x 个 


反射 而 为 “个 共 辑 类 , 故 C. 的 2n 个 群 元 可 分 为 "了 3 个 共 辑 类 ;而 


当 为 偶数 时 ,其 个 反射 面 分 属 两 个 其 轩 类 , 故 有 < 个 基地 
类 。 对 于 点 群 C1; 无 法 区 分 反射 面 m 和 go,, 故 只 有 Czar Ca Cw 和 
Cu 四 种 不 同 于 前 面 的 品 体 点 群 ,其 极 射 赤 面 投影 如 图 3. 6 所 示 。 


图 3.6 点 群 CC, 的 极 射 赤 面 投 有 影 
3 一 5 点 群 $。 


点 类 $, 的 每 个 群 元 都 是 镜 转 动 5,= 二 Co 的 整数 矫 次 ， 它 是 

个 循环 群 。 因 为 3" 一口 可 一 四， 当 半 为 奇数 时 ， 该 类 点 群 包 含 

水 平反 射 mw 和 C, 的 独立 操作 , 故 为 奇数 的 点 群 5S, 一 Cm。 民 有 

n 为 偶数 的 镜 转 动 才能 构成 不 同 于 CC; 的 新 点 群 . 通常 标记 8: 一 C， 

一 { 吉 ，S; 二 帮 。 对 也 体 而 言 ， 内 在 在 全， SI {EE C4on Css 

Cg} 和 S; 一 C3C9C; 三 种 贞 体 点 群 ,它们 的 每 个 万 素 自 成 一 类 ,其 
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然 射 东 而 投影 如 几 3. 7 所 示 。 


-人 a ee 


~、 ~ Pe ™、~ 
17 小 \ 1 十 \ . /6 十 c 
Us 0@o) 四 
\ 7 \ 
~ “ + 一 、 OA 
一 一 ss, 一 ”8 一 9 


加 3. 7 点 嫩 3. 的 极 射 未 面 投影 
3 一 6 点 和 群 户 ， 
将 点 群 C, 添加 一 个 垂直 于 该 旋转 加 的 2 深 轴 , 则 意味 着 还 有 
n 一 ] 个 水 平 2 次 轴 ， 从 而 档 成 点 群 D,。 由 于 DD 二 {E, C1} =C;， 


才 万 ,对 应 晶 怀 点 群 只 有 姜 ， Ds; D, 和 Ds 四 种 ,它们 的 极 射 赤 而 
挫 影 如 图 3. 8。 


A 本 OQ、 于 7 
一 中 -- 6 ot (这 -01 《 7 ~ y 
OI1l+ » A 
~ ~+y b, ot D， 9 D， 


图 3.8 点 群 肪 的 极 射 赤 面 投 绢 
点 群 吕 . 有 2 个 格 元 。 于 主办 是 次 双向 轴 ， 故 Ce 与 CI 一 上 
是 同类 亏 素 。 当 5 为 奇数 时, 个 水 平 2 次 胃 是 等 价 轴 ， 这 时 品 ， 


共 分 “< 个 具 红 类; 而 当 ”为 偶数 时 ，z 个 2 次 辅 分 为 两 类 , 其 24 
个 群 苍 分 为 2 个 共生 类 。 


3—7 点 群 Da 


将 点 群 D. 增加 -全 永 平反 射 面 mw， 得 到 新 点 群 吕 。 由 于 mr 
与 ;的 所 有 群 元 吏 对 易 ， 放 Da 一 D.C9C,。 当 为 偶数 时 ， Ds 具 
有 上 反 演 对 称 性 ， 故 Dz 一 Don 的 Ci。 它 起 4n 阶 群 ， 其 分 类 取 诀 于 
DD,， 每 类 DD, 群 元 对 应 Ds 揭 两 类 。 例如 Ds 的 6 个 群 元 分 为 3 类， 
EE; Ca Cy! 3C*， 则 Da 的 12 个 群 元 分 为 6 类 : EE; 0; Cyst Ca 
Ss 31 3Cr; 30.== (Czgr)。 内 有 Das， Da， Da 和 Ds 四 种 蝇 体 
点 群 ， 图 3，9 是 它们 的 极 射 过 面 投影 。 


图 3. 9 点 群 Ds 的 极 射 杰 面 投 影 
3 一 8 点 群 Dw 


如 果 过 点 群 心 每 对 相 邻 的 水 平 Cs 轴 夹 角 平 分 线 和 次 轴 做 
坚 直 反射 面 os， 就 得 到 点 群 De。 此 类 点 群 也 有 4n 个 元 素 ， 其 中 
22 个 是 万 , 的 纯 转 动 , 个 反射 面 m, 还 有 个 绕 n 次 轴 的 镜 转 动 
5 一 gC 一 0，1，n 一 1]。 因 为 每 两 个 相 铝 的 二 次 辅 可 通过 
ou 相互 交换 , 故 5 个 Cs 轴 是 一 个 等 价 类 , 问 理 , 其 个 反射 面 cs 
也 属 一 类 。 因 为 

OS lg = Cit gs! =o0aCHt gu ~ om t+! =Sastn 
可 知 5 名"t 和 Si*+? 是 共 因 元 案 。 点 拌 Dw 的 4n 个 元 索 可 分 为 tn 
十 3) 类 .而 当 m 一 2m 士 1《 奇数 ) 时 ,万 .包含 反 演 了 , 故 点 群 D2 ,js 
= 一 DoorliGC。 由 于 前 体 不 大 在 #6 的 镜 转 动 5,， 故 Dis 对 应 的 晶 
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体 点 群 只 有 Dz 和 Dz， 其 极 射 杰 面 投影 如 图 3. 10。 


图 3，10 点 群 Da 的 极 射 赤 面 投影 
3 一 9 ” 正 多 面体 点 群 


以 上 介绍 的 点 群 通称 着 简单 点 群 , 其 >2 的 高 次 转轴 只 有 一 
个 。 这 样 得 到 的 部 体 点 群 只 有 27 种 。 然 而 ， 当 ”2 的 高 次 转轴 
多 于 一 个 时 ， 就 将 出 现 高 对 称 性 的 正 多 面体 点 群 。 点 群 至 少 有 一 
点 不 动 ， 故 几 个 转轴 必 相 交 于 多 面体 的 中 心 ， 其 每 个 反射 面 也 必 
过 中 心 点 。 首 先 讨 论 有 哪些 正 多 面体 对 称 点 群 。 
设 多 面体 共有 玉 个 顶点 ,天 个 面 和 二 个 边 ， 由 龙 拉 〈Euler》 
公式 给 出 
VE+F=2 《3 3.5) 
内 每 个 边 达 结 两 个 顶点 ， 若 每 个 顶点 有 ” 个 边 相交 ， 即 每 个 顶点 


对 应 到 个 边 ， Y 个 顶点 相应 的 边 数 己 - 六 郑 每 个 面 由 5 个 边 围 
成 ， 每 个 边 又 平分 两 个 面 ， 故 义 有 到 = 全 3 :， 失 而 了 一 一 >。 将 


其 代入 方程 (3，3. 5) 并 化 简 得 


士 二 十 一 十 + 疾 (3. 3. 6) 
由 于 下 *s>0， 由 得 不 等 区 
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过 十 二 > 过 (3. 3.7) 

从 式 53. 1. 2) 可知 ， 当 zz=2 时 . 下 二 2， 这 实际 是 简单 点 

群 p,, 它 无 法 构成 名和 面体 。 当 na>2,， 由 上 述 两 个 方程 给 出 表 3. 1 

的 各 种 可 能 的 正 多 面体 对 称 点 姓 。 当 nz6 时 ，* 一 2， 得 个 面 只 有 

两 个 馆 无 法 构成 多 面体 。 而 对于 za 一 5 或 5 一 5 的 正 多 面体 , 必然 看 

个 过 项 点 或 正 五 边 形 中 心 的 5 次 转轴 ， 我 们 知道 ， 对 于 部 蛋 点 

群 不 存在 Cs 对 称 操作 , 故 对 晶体 而 言 ， 只 需 考 虑 点 群 了 和 口 , 它 

们 的 极 射 赤 曾 投影 如 图 3. 11 所 示 

表 3. 1 下 于 面体 对 称 点 群 


正 多 面体 
正四 面体 


正方 体 | 
正太 面体 


正二 二 面体 
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正方 体 和 正和 八 面 体 上 其 右 相同 的 对 称 性 。 在 上 考虑 纯 转动 操作 
时 ;通常 称 之 点 辞 O, 它 有 3 个 相互 习 直 的 局 轴 ( 责 对面 中 心 达 
线 ),4 个 Cs 辑 5 对 第 连 线 7 和 6 个 Ca 轴 ( 对 边 中 点 连 线 )。 显然 ,6 
个 C; 轴 等 价 ,3 个 C, 轴 和 4 个 C; 轴 都 是 双向 等 价 轴 , 故 它 的 21 
个 直 转 动 群 元 叮 分 5 类 : 

;6Cs ;4C3 4C3;3C413C1:3Ci。 根 据 有 限 群 表示 论 ,O 群 有 2 
个 1 维 ,2 个 3 维和 1 个 2 维 这 五 个 不 等 价 不 可 约 表 潜 。 

将 已 群 的 24 全 真 转动 再 添加 反 演 了 后 ,就 构成 最 大 的 上 蝇 体 点 
群 C 它 将 怠 的 每 个 群 元 变 为 两 个 ,由 于 

OD, = OC, 

其 48 个 群 元 可 分 10 类 ,这 是 个 完全 立方 体 对 称 群 , 它 的 极 射 
赤 面 摄影 如 图 3. 12 所 求 。 

大 群 是 正四 曾 抹 的 一 切 真 转动 构成 的 对 称 点 群 , 亡 有 + 个 等 
价 的 Cs 轴 ( 四 个 顶点 与 对 面 正三 角形 中 心 连 线 } 和 3 个 等 价 的 Cs 
办 5 对 边 中 点 连 线 ? ,其 12 个 群 元 分 为 4 类 : 

Es3C23 4C3 ;40 


图 3.12 点 群 忆 的 极 射 未 面 投影 
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不 难看 出 , 若 将 正方 体 某 个 顶点 及 其 相 邻 的 三 面 角 的 三 个 正 
方形 对 角 顶 点 岗 两 连 一 条 直线 ,就 可 得 到 一 个 正 妈 面体 。 因 此 ,点 
群 了 是 吕 的 一 个 子 群 , 而 口 又 是 COx 的 子 群 。 

将 工 群 的 12 个 真 转动 添加 6 个 等 价 反 射 面 m, 则 构成 点 群 
TY4; 其 每 个 反射 面 都 经 过 :个 C, 轴 和 师 个 C; 轴 ;从 而 使 C; 成 为 
双向 轴 ,由 于 三 个 5 轴 相 互 焉 直 , 且 o 过 另外 两 个 Cs 轴 之 间 , 因 
此 , 它 有 蕊 群 Djs 的 对 称 性 ,将 每 个 Cz 轴 变 为 5, 轴 ,T's 是 正四 闸 
体 完全 对 称 性 点 群 ,其 24 个 元 素 可 分 为 5 类， 

EidC,,403;35.;390:;357 = 30,; 60, 

由 点 群 信 青 梁 加 友 演 了 后 就 得 到 点 群 7 ,此 群 包含 三 个 相 王 
垂直 的 反射 而 ,从 面 使 C; 轴 变 为 5; 轴 , 它 不 是 正四 面体 的 对 称 性 
群 ,而 是 OO 的 子 群 ,显然 

T=TOC, 

它 的 24 个 元 素 分 为 8 类 ,点 群 了 和 了; 的 极 射 赤 面 投 影 如 图 3.13 
所 示 。 


T™ 了 
图 3, 13 z 和 工 ,的 极 射 赤 面 氢 影 
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$3.4 鼎 系 和 点 群 的 图 际 符号 


以 上 给 出 的 32 个 点 群 是 晶体 对 称 性 允许 存在 的 点 群 , 也 称 
32 个 晶 类 , 它 是 在 不 考虑 五 次 轴 和 六 次 以 上 高 次 辅 旋 转 对 称 操作 
下 而 得 到 的 定点 对 称 变换 群 , 这 些 限制 只 适合 于 晶体 ,而 对 具体 的 
几何 图 形 和 分 子 结构 可 以 有 任何 高 次 轴 旋 转 对 称 , 例 如 ,得 和 氧 等 
线 状 分 子 具有 涪 结 合 键 的 任意 旋转 对 称 性 , 即 C 对 称 轴 ,这 种 其 
有 及 演 中 心 的 线 状 分 子 具有 点 群 D. 对 称 性 , 击 无 反 演 中 心 的 线 
状 分 子 具 有 点 群 Cw。 对 称 性 ,分 子 1F; 却 具有 点 群 Ds 对 称 性 ;对 
于 各 种 对 称 性 的 分 子 点 群 , 可 用 极 射 未 而 投影 形象 地 表征 ,并 对 它 
的 群 元 进行 分 类 ,这 里 不 再 单独 讨论 。 

晶体 的 32 个 点 群 可 根据 三 维 品 格 的 楚 本 平移 先 量 a;(i 一 1,2， 
3) 的 长 短 及 其 西 两 全 炎 角 a,8 和 >, 将 其 分 为 七 个 如 甫 3- 2 所 示 
的 甬 系 。 

目前 常用 的 点 群 记 号 有 两 种 ,- :种 是 本 - 节 所 采用 的 能 夫 里 
《Sechoenftlies》 记 号 , 另 一 种 是 国际 记号 。 

在 国际 记 导 中 忧 次 圃 和 记 为 则 反射 而 以 产 代 表 , 如 果 反 
射 面 垂 直 于 C, 辅 , 则 写 着 二 ;而 包含 = 次 轴 的 反射 而 对称 性 , 记 为 ， 
am 次 反 演 轴 品 记 为 ”= 了 ,对 于 镜 转 动 9 一 Co 由 于 
二 Cel, 故 可 用 nx 来 标记 它 。 如 

4=1C,=00C0 =60C0C,—00,— 5 

缩写 的 点 群 食 际 记 号 比 完全 国际 记号 更 党 用 些 。 表 3. 3 给 出 
几 种 记号 对 照 表 .在 结晶 学 和 分 子 结构 的 研究 中 ,能 夫 里 记号 更 为 
广泛 。 例 如 ,水 分 子 属 于 点 群 Ca 甲烷 分 子 是 点 群 了 。 而 国际 记号 
只 用 于 品 休 ,不 能 用 玉 分 子 对 称 性 , 亿 只 有 天 3.3 给 出 的 32 种 ,车 
将 它 引 利 到 空间 群 , 则 有 230 种 ,能 天 里 记号 标识 点 群 揭 为 广泛 ， 
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例如 ,CO; 分 子 为 点 群 六 对称 性 , 丰 至 有 不 少 分 子 具 有 点 群 D;s 
和 Ds 对 称 性 ,然而 ,国际 记 导 比较 严格 ,特别 是 在 空间 群 中 ,可 清 
楚 地 标明 哪个 万 向 旋转 轴 、 反 射 面 或 溢 移 向 等 。 

表 3.2 师 体 点 群 的 七 个 虹 系 


点 群 平行 六 面体 形状 


TT Ty 
OO 


2 一 az 一 ad 一 月 一 7 一 90” 


Ce Car Ceo 1 二 42 二 0 


Da Der Den ?=120° 


Cy PR TO Car 


Ad! 二 =A 二 二 7 二 00° 
Das ,Di Ds 0 


人 3 人 ye， 


A 0 
Ds, Daa 


Cr Des Da A 7 90° 


Ch CCr Cm 0 


Cd 其 它 任 童 平行 六 面体 
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点 群 记号 对 照 表 
完全 国际 记号 


缩写 国际 记号 


dd | 
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完全 国际 记号 缩写 同 污 记号 


33.5 点 群 的 不 可 约 表示 


上 面 已 讨论 了 各 种 点 群 的 结构 及 其 分 类 ,根据 第 二 章 给 出 的 
有 限 群 表示 论 可 以 求 得 其 不 可 约 表 示 及 其 特征 标 ,由 于 32 个 晶体 
点 群 在 固体 物理 中 常常 会 各 到 , 故 在 胡 3. 8 中 给 出 所 有 虎 体 点 群 
的 特征 标 表 , 表 中 详细 列 出 11 个 第 一 类 点 群 以 及 与 其 局 构 的 点 
群 ,其 它 较 复杂 的 第 二 类 点 群 的 特征 标 可 以 两 个 小 点 群 的 特征 标 
莱 积 表示 。 这 些 点 群 的 同 移 和 直 积 关系 如 表 3,4 所 示 。 
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表 3.4 32 晶体 点 群 的 由 互 英 系 

第 -一 燃点 群 G JC es GG Ce DBD DD De 7 

直 积 群 GC, 十 

直 秩 群 GCs Cs Co Css Cn Can Don Das Dn 站 
Cs Ca Car Cy Cor 

Car Daa Da 

心 ， Se Cm Dy 
点 群 CisCsrCaCmas DeySy,Ss 和 Co 等 都 是 阿 贝尔 群 , 它 们 只 有 1 
维 不 可 约 表 示 , 其 表示 与 特征 标 相 同 ,而 G3,Ds 和 了 等 非 阿 贝尔 
简单 点 群 , 其 特征 标 表 可 根据 正 交 关系 不 难 求 得 。 由 表 3. 4 可 看 
出 ,不 少 较 复 杂 点 纤 部 是 这 些 较 简单 点 群 与 C 或 Cs 之 直 积 ,因此 
它们 的 特征 标 可 很 快 求 得 ， 

对 于 分 子 点 群 CG,Cs;D, 和 Dw 等 ;可 以 mn 一 o2, 相 应 的 点 群 
记 为 Cooy Crs De 和 Ds。 因 为 绕 主 轴 转 gp 和 角 怀 (9) 和 转 一 Pg 角 
Ri 一 秒 是 同类 元 素 , 所 有 的 重 直 于 主轴 的 C; 轴 或 竖 直 反射 面 o 
是 一 类 , 故 点 群 C-. 和 加, 每 类 转动 有 如 下 的 分 业 结 构 : 

C= {ER ROPi0} 和 Do {EE RCO, RCP ;CO !} 和 每 
具 转 动 都 对 应 两 个 1 维 表示 各 一 个 2 维 表示 。 由 于 转动 可 为 0 委 9 
x 任意 前 , 故 有 无 穷 多 个 2 维 表 示 , 当 为 任何 正 整 数 时 ,Cx 十 
iy)" 的 实 部 和 三 部 生成 Cs 和 DD 的 一 个 2 维 不 可 约 表 示 , 则 它们 
的 特征 标 如 站 3. 5 所 示 。 

表 3, 5 点 群 Co 和 DD 的 特征 称 表 


Sa Cas Ss CH Cor Dos Dss Th De Th 


间 档 于 安 的 
第 .二 类 点 群 


不 可 约 表 了 东 RiP Rg 


村! 1 
dz 1 
El 2 2cosp 


Es: 2c042P 


同 埋 可 求 出 点 群 Cs 的 特征 标 ,如 表 3.6 所 未 ;出 半点 群 Ds 
可 接 丰 同方 式 写 为 直 积 群 ,例如 
表 3.8 Cn 的 特征 款 表 


及 5 和) 及 (5 一平) 


1 


1 


2 ps 的 


站 一 DCs 一 CC 一 CC 

DD 的 类 结构 为 {B;RCOPD RCD ;CoiTITRCOPD ,IRC ;1Cz} 。 在 点 
群 表 示 论 中 ,通常 以 字母 4 或 8B 代表 1 维 表 示 ,EE 和 Ff 分 别 民 表 
2 维和 3 维 表 示 , 其 中 4 代表 该 表示 的 基 数 相应 主轴 C, 是 对 称 
的 ,而 性 相应 转动 C, 是 反对 称 的 。 为 了 标 征 空间 反 演 对 称 性 , 通 
常 以 下 标 字 母 g 和 ww 分 别人 代表 反 演 下 的 侦 表 示 和 奇 农 示 。 表 3. 6 
给 出 分 子 物理 和 化 学 中 所 惯用 的 点 群 Dw 的 特征 标 表 ,在 时 间 反 
演 对 称 下 ,成 对 的 复 共 轿 表 示 是 简 并 的 ,我 们 用 括号 将 它们 括 在 
一 起 。 

表 3.7 点 群 DD 的 特征 标 表 


2R 全 


一 1 
2e0s 前 2CDs 的 
2c0sP —2c0s9p 


2cosa2g : 2ens2g9 


co 2 : -2c037 交 


+ -| 
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表 3.8 32 个 晶体 点 群 的 特征 标 表 


4 


信人 


87 


卫 一 2m 


Ct2y ou 2) 
Ct2) Cat2) 
St2) vat 2 


CEC2Y 


Cit2) 


SIL2) 


CHC3Y 


SIt3> 


Sta 
Clay | oct3) 


Cat6) 


ia 


本 3 


Fl 
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3 


Tos IOs 
~ 2IC', 210", 


一 


po 本 本 


9] 


了 31C's 


41Cs 41Ca 37Cz 


Cd! 21C"s 


8 3.6 范 体 空间 群 


品 体 是 册 分 子 , 原 子 或 离子 有 规则 排列 而 成 .它们 组 成 所 请 蝇 
纤 , 这 些 组 元 的 位 置 称 为 唱 格 的 结 点 , 结 点 集合 称 之 点 阵 。 在 品格 
中 总 可 取 一 定单 元 ,并 将 它 不 断 重 复 地 平移 ,就 可 得 到 整个 品格 ， 
这 个 基本 单 光 称 之 唱 胞 ,三 个 线性 独立 的 最 少 平移 矢量 为 ma 和 


a3。 通常 选取 唱 胞 和 平移 矢量 可 有 多 种 方式 ,连续 平移 后 都 将 给 出 
完全 一 样 的 唱和 格 。 自 然 ,我 们 应 选取 最 小 的 晶 耻 ,但 有 时 为 了 更 好 
地 研究 蜡 将 的 对 称 性 ,而 宁可 选取 较 大 的 晶 胞 ,通常 认为 晶体 充满 
全 空间 ,如 果 晶 体 中 两 点 或 两 个 方向 具有 相同 的 理化 性 质 和 几何 
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性 项 , 则 称 这 两 点 或 两 方向 是 等 价 的 , 品 体 -一切 等 价 点 和 方向 的 变 
换 操 作 集 合 将 构成 “个 群 , 称 之 晶体 的 空间 群 。 其 元 素 有 平移 ,点 
操作 及 平移 与 点 操作 的 组 合 。 

每 个 别 体 有 一 个 空间 群 S 和 平移 群 ( 格 群 ), 显 然 了 是 5S 的 
不 变 子 群 ,二 所属 的 系 舟 型 称 之 晶体 的 品系 与 蝇 型 ,下 面 将 证 明 空 
回 群 中 单纯 点 操作 不 一 定 属于 全 ,人世 必 构成 工 所 属 晶 系 中 的 一 个 
易 体 点 群 。 蜗 体 空间 群 S 的 一 切 对 称 操 作 中 纯 点 对 称 操作 展 于 32 
个 点 群 的 哪 -一 个 , 风 称 此 晶体 为 哪个 品类 。 

总 之 ,每 种 晶体 都 有 平移 操作 构成 的 格 群 了 ,这 使 晶体 只 有 了 
个 请 系 14 个 本 型 ,每 个 格 点 及 其 周围 的 原子 配置 不 是 任意 的 , 必 
须 使 其 具有 的 对 称 操作 {RCg.) lr Cg.)} 中 的 点 操作 RCgo) 构 成 所 
属 最 系 中 的 一 个 品类 , 失 而 使 得 不 同 的 品 体 结构 , 凤 不 同 对 称 性 的 
空间 群 只 有 230 个 ,下面 仅 对 空间 群 的 基本 概念 作 简单 介绍 。 


6 一 1] 平移 变换 和 空间 群 元 
设 or,oy 和 oz 是 三 个 相互 正 交 的 稍 氏 坐标 轴 , 车 先 绕 原点 。 
旋转 RCgs) 后 再 做 平移 tCg6) ,使 之 廊 点 o 移 至 o', 从 而 得 到 另 一 


个 箭 氏 坐标 系 wz ,oy 和 o'z'。 空 间 任 一 点 在 两 个 谷 标 系 中 的 位 
置 矢 攻 满 足 关系 


r=R(g)r+rtge) (3.6. 1) 
通常 可 将 上 式 漏 标 灾 挽 算 符 记 为 {RCg6) 47Cgo)) ; 则 
天 一 (RE Ittg) Ir 《3. 6. 2) 


不 难 证 明 , 以 上 形式 的 各 种 旋转 和 平移 操作 集合 将 构成 R, 空 
闻 的 一 种 变换 群 一 一 空间 群 ,市 RCE 和 rlgw) 分 别称 之 空间 群 的 
旋转 和 平移 算 符 ,考虑 两 个 相继 的 空间 群 操作 , 若 
r={R(tg)|rigsa)}r=Rtga)r + rigs) 
r= {Rgo) rt(g dr Rg +i(Cg,) 
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则 立即 哥 得 到 
P=R(gIRGNT HR GE ITg) ig) (3.6.3) 
出 式 (3. 6. 3) 可 看 出 , 平 称 和 旋转 操作 ~- 般 不 对 易 , 空 间 群 的 
两 群 元 乘积 为 
{RCgag) rlge' gO) ={R(g)R ga) [ROg)T Ee) + rg)} 
| (3. 6. 4) 
出 (3. 6.1) 式 可 得 到 其 群 元 的 道 变 换 为 
TR(g) rT — Rg Tg.) . 
{RCOgo) [ilg)) ={RCg) |— Rg rT(ge)} (3.6.5) 
{ROgpga) |T Cgega) = = {R(tga) 1r(ge)}! {R(ga) |rg)} (3.6.5) 
通常 称 r(g.)==0 的 操作 为 纯 转 动 ,而 RCg.)==1 的 操作 为 纯 
平移 。 


6 一 2 晶体 平 称 烙 及 其 不 可 约 表 示 


理想 章 体 是 由 位 于 格 点 的 原子 或 离子 周期 性 排列 所 构成 ,这 
些 格 点 的 位 置 如 (3. 3. 1? 式 所 示 。 在 普通 晶体 中 ,其 单位 卓 了 腹 密 度 
约 为 1027 厘 米 ?, 所 以 在 只 考虑 晶体 内 部 性 质 而 和 平 略 其 表面 效应 
时 ,可 料 品 体 相对 于 划 胞 视 为 无 限 大 ,这 些 无 限 大 晶体 - -此 具有 基 
种 点 群 对 称 性 ,但 目前 我 们 只 考虑 其 平移 对 称 性 ,一 切 平移 对 称 操 
作 构 成 晶体 的 平 称 群 Gr 一 {PCa))= 二 {PCmn2n3)} , 群 元 Pn) 将 使 
任 一 点 7 平移 到 7 一 + 十 #, 即 

PODNr=7+n=7 + Ata ans as (3. 6.7) 

对 某 种 曲 体 ,其 原初 平移 矢量 as(s* 一 1,2,3)? 是 确定 的 ,ns 可 为 
任意 整数 , 故 该 晶体 相应 的 平移 群 Gr 一 Grace) 根据 (3. 6.7) 
式 可 知 

PPCpr 一 天 (PCr 十 由)》 一 十 浆 十 呈 一 -Plmtn)r 

(3. 6.8) 
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上 式 告诉 我 们 群 G+ 是 个 阿 贝尔 群 , 沿 着 原初 矢量 az, 的 每 个 方向 的 
平移 将 构成 … 个 循环 群 司 , 由 此 晶体 平移 群 可 分 成 三 个 循环 群 的 
直 积 

Gr 一 CHCSCY 《3. 6, 9》 
其 每 个 群 元 自 成 -- 娄 , 它 只 有 1 维 不 可 约 表 未 。 若 以 Tx) 二 T 
Ganzns) 代表 Gr 的 表示 ,其 单位 元 素 PC000) 对 应 的 表示 为 工 
《000) 二 1, 令 群 元 POQ00) 对 应 的 表示 荆 (100) 二 a; 则 由 (3. 6, 8) 式 
可 推 得 卫 (x00) = 二 C000)m ==a"m, 对 于 乏 正 表 示 , 内 能 取 
a=exp(— 2nik,) , 皮 1 是 实数 ,不同 的 起 1 对 应 不 同 的 表示 , 故 可 以 kL 
来 标记 表示 ,和 群 元 PCm00) 对 应 的 宸 示 

Tn =exp(— 2xikn) (3.6.10) 

由 于 x 斌 整数 ,此 式 说 表 , 对 任意 整数 p,& 和 才 ) 一 总 十 声 标 

记 的 两 个 表示 相同 。 因 此 ,描述 该 群 侈 部 不 可 约 各 正 表 示 只 需 取 
如 满足 0 和 过 1。 晶体 平移 群 Grama ,二 ,号 ) 的 1 维 不 可 约 么 正 表 
示 是 类 似 于 (3, 6.10) 式 的 三 个 不 可 约 表 示 的 直 积 。 


(Ey ek OT FN OR ON OY) 
Tt 一 了 OT C01 (Dom3 


一 eXp[ 一 2zrif 克 3 二 ns 十 证 23 《3. 6, 117 
设 晶 体 在 ae. 方向 有 N, 个 糙 点 , 取 周 期 性 边 条 件 为 
PN a =r Na =r rN, a=7 (3.6. 12) 


则 对 应 的 平移 算 符 PCNs) = 二 EE, Gs 二 1,2;3), 洪 有 方向 的 平移 
群 元 对 应 的 表示 则 为 
TE, =expL-2rik,N1]=exp[L-2rim ll 一 0， 1 ,2 一 并 
(3.6.13) 
这 表明 如 一 其 一 0,1,2,..， ;Ni-1, 类 似 地 有 妃 一 还 和 和 一 
丸 . 所 以 , 这 Ni 个 不 同 的 实数 羔 , 对 应 着 < 方向 平移 群 的 N， 
G6 


个 不 等 价 1 维 表 示 , 群 C 和 全 也 有 类 似 结 打 。 从 而 可 将 晶体 平移 
群 的 不 可 约 表示 (3. 6. 11) 式 改写 为 
Tt =exp[-2xi( + 《3. 6. 14) 

这 里 0 所 m 达 NG = 1;,213), 改变 整数 ms 的 取 值 ,将 有 
NiNzN; 个 不 同 的 矢量 , 故 群 Cr 共有 NN;N; 个 不 等 价 的 1 维 
表示 。 

原 急 平移 矢量 a, 喷 不 正 交 也 不 妇 一 ,虽然 ,是 沿 a& 的 分 量 , 但 
无 法 将 上 式 的 指数 部 分 写 为 两 个 矢量 的 标 积 形 式 , 故 我 们 定义 所 
谓 倒 覆 子 基 矢 玉民 一 1 ,2,3). 


i) 


~ Zr{a) Xax) 


be ;VW 二 . (a . ga) 
《7 让 一 2.3 的 循环 ) 她 。 6.13» 

不 难 证 明 

Ba,= 2r6,, 《3. 6. 18) 
在 倒 易 空间 中 矢量 可 表示 为 5 的 组 合 

天 一 后记 十 想 记 十 瑟瑟 (3.6.17) 
因此 

Ee n= kn Ba, = 27 kn (3. 6, 18) 
则 品 体 平移 群 的 不 可 约 表示 可 简 写 为 

了 4 全 =exp(- 访 ， ny C3.6.19) 


前 面 曾 指出 ,对 于 整数 pT 和 了 约克 是 同一 个 不 可 约 表 
示 。 在 倒 易 空间 中 ， 若 引 入 所 谓 侠 糙 撩 应 .来 表述 这 个 性 质 更 为 方 
使 ,其 中 

尺 。 一 pa 入 十 Wiz 如 十 rmi 四 C3. 6. 20) 

m, 都 是 整数 ,不 难看 出 以 有 和 不 十 到 .标记 的 表示 是 等 价 的 。 

To 一 exp[-i( 二 十 民 )A] 一 expC- 起 。 nn) = 人} 
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由 手 群 Gr 只 有 1 维 不 可 约 表 示 . 故 以 上 和 总 标记 的 两 个 不 可 
约 表 示 的 直 积 为 
TET EE exp[ i EN]= TA 
出 于 倒 格 矢 E, 的 特性 ,使 其 直 积 表示 区 写成 
TERBOTE T+ (3. 6. 21) 
利用 从 易 空间 的 不 冬 量 可 定义 同体 物理 中 常用 的 布 里 洲 
(Brillouvin) 区 ,首先 连结 原点 与 所 有 临近 的 倒 格 失 端 点 ,再 做 每 菏 
连 线 的 冬 直 平分 面 ,而 由 这 些 平面 围 成 布 里 渊 区 ,不 难 证 大 空间 格 
点 与 布 里 浏 区 具有 相同 的 对 称 性 。 
按照 42.7. 2)? 式 投影 算 符 的 定义 ,同样 可 得 介 品 体 平 移 群 不 可 
约 才 示 了 过 的 投 彩 算 符 OCR 及 其 正 交 关系 ， 
0 四 一 方志 exp( 流 。 门 PC C3. 6. 22) 
Oi OR OR Rk,) 《3. 6. 23) 


车 CQCe? 对 任 选 的 唱 胞 试用 态 函 数 作用 , 则 将 给 出 画 体 物理 中 
的 所 谓 布 洛 赫 (Bloch}) 态 晒 数 到 。 


6 一 3 晶体 空间 群 的 不 可 约 表 示 


晶体 空间 群 G, 的 一 般 群 元 可 以 {Rin} 代 表 。R; 是 晶体 的 有 
限 个 点 群 对 称 操作 , 认 x 是 山 格 平移 矢量 , 掖 照 方程 3, 6. 1) 和 (4. 
6. 了 77， ， 
{Ri|n} = POUVR, (C3. 6. 24) 
虽然 PG 和 RR, 六 不 对 易 ,但 依据 (3. 6. 4) 式 有 
RPOD={RIONE lA} (RIRA}=P(RDR, 
十 式 父亲 写 为 
PODR=R PRN) (3. 6. 25) 
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设 了 是 空间 群 如. 的 - "个 表示 , 则 由 53. 6. 24) 各 (3. 6. 25) 式 
分 别 给 出 其 相应 的 群 算 符 关系 


TOR AD =I TR) (3. 6. 26a》 

TIT(RDO=T OR YT CR NA) (3. 6. 26b) 

在 位 和 失 > 的 函数 空间 中 ,依照 方程 (2. 1. 6), 这 些 群 算 符 对 函 
数 mcr) 作用 为 


TR ADIS=BAR ArT =BR RA) 

不 难 证 明 , 纯 平移 群 G7 基 Gs 的 不 变 子 群 ,而 Cr 只 存在 (3. 
6.19) 式 给 出 的 1 维 不 可 约 表示 。 设 ?是 G7 的 不 可 约 表示 了 入 
的 基 矢 , 则 有 

TE iexpt-it * n)r (3. 6. 27) 

因为 人 E20 二 (CRE: RD,R EEG: 则 

Vi=TORD VI=TOIT RIVITRITOR 

expCi ee RT CRIV—expCiRE AT CRY? 
C3, 6. 28) 
现在 考 湛 纯 平移 群 算 符 T(E1mr) 对 新 基 矢 更 ' 半 作用 。 

TEIm P= TEERCTR BIS= TR mn) 

二 exp [REG 信 十 mj TCRI) 和 ?二 exp (-iRE。 六 ) 
* CTORD NAIVEexp CIRE . mB’? (3. 6. 29) 

此 式 老 明 新 基 矢 到 :是 按 平 移 群 的 不 可 约 表示 定 e 变 换 。 

以 下 将 根据 前 徊 结业 来 讨论 空间 群 的 不 吕 约 表示 及 标记 方 
式 。 设 工 为 Gs 的 某 个 不 可 约 表示 空间 ,而 G7 是 Gs 的 不 变 子 群 ， 
若 秋 1 是 Gr 的 不可 约 表 示 7" 的 基 矢 .让 Gs 的 全 部 群 算 符 TCR| 
2) 对 ?作用 , 则 会 得 到 与 其 相关 的 一 组 新 基 矢 。 这 里 首先 要 弄 清 
硒 种 不 同类 型 的 和 失 基 :是 2; 构成 的 倒 易 空间 中 的 普通 三 维和 失 量 ， 
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Gs 的 厦 元 对 它 作 用 类 似 于 (3. 6.1) 式 变换 ;而 和 :是 表示 空 则 工 中 
的 藉 和 ,(3.2,28) 式 给 出 G, 的 群 算 符 对 它 作用 。 为 方便 起 见 , 先 
假定 矢量 站 相对 于 量 体 点 群 Gs 二 {R,} 没 有 任何 对 称 性 ,这 意味 着 
RR 记 丝 不 相同 。 若 令 名 二 RR, 只 要 R 关 RR,; 则 必然 大 各 ,否则 必 在 
在 某 个 非 半 位 苑 素 Ri RE Ge, 满足 RiJRE~, 从 而 使 具有 某 种 
对 你 性 。 通 常 体 矢量 集合 { 声 ) 为 也 的 * 星 ”。 按 照 方程 (3. 2. 29) , 当 
Ri 跑 过 群 Br 时 ,7 空间 中 的 基 矢 集合 {WW 二 TCR,)Y#} 备 自 属于 
Gr 的 不 同 不 可 约 表 示 让 , 即 这 些 Wz 基线 性 无 关 的 。 

为 了 说 明 集合 {We} 正 是 Gs 的 某 个 不 可 约 表 示 的 一 组 基 矢 ， 
即 它 们 张 开 不 可 约 表 未 空间 工 ,可 让 所 有 的 Gs 说 算 符 对 2 作用 

TORP Er TR MITIR YVES= TRR [mi 

如 果 RR;R,==R, 则 由 方程 C3. 6. 28) 得 

TRI VE=exp CiRR: MITCRD WI =exp(iR :mH)E 

(3.6, 30) 

这 里 名 二 RE 二 RR, 训 二 RR 而 WEL, 故 工 是 Gs 的 一 个 不 
变 于 空间。 此 式 给 出 了 群 Cs 的 任 一 宛 染 {Rm} 相 应 表示 的 短 阵 
元 。 显然 该 表示 的 维 数 正 是 点 群 Ge 的 阶 数 g。 通常 以 中 来 标记 
Gs 的 这 个 不 可 约 家 示 。 自然 对 球星 中 的 任 一 矢量 名 ,表示 中 和 
re 都 是 等 价 的 。 同 时 ,对 于 任意 的 便 格 矢 扩 .表示 厂 祝 和 
Pei+e) 也 是 等 价 的 。 

如 杂记 相对 于 Ge 具有 一 定 对 称 性 《例如 在 某 个 反射 而 内 或 
= 重 轴 士 ), 则 Ge 中 有 些 群 元 Ri 将 使 不 实 , 显 然 保 持 R 忆 一 尺 十 
所 :的 那些 群 元 集合 将 构成 Gr 的 一 个 子 群 G4, 通常 称 Gi 为 矢量 站 
的 “小 群 *>。 设 G1 为 gi 阶 群 ,根据 $1. 3 定理 二 可 知 ,Gr 的 任 一 群 


元 Ri 必 在 Gi 的 某 个 左 路 集 五。Gy 中 ,其 中 五。E Gr 五 -让 
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一 豆 中 一 吉 , 故 有 gi 个 不 同 Go 的 元 素 同 时 使 & 变 为 菜 个 后 。 因 
此 ,具有 一 定 对 称 性 的 旦 将 只 包含 5/si 个 矢量 。 这 时 ,与 8 群 元 
相应 的 g 个 现 数 亚 F 二 TCR,) 业 ;不 再 是 线性 无 关 的 ,空间 群 Gs 的 
不可 约 表示 将 变 得 更 为 复杂 。 对 于 电 体 而 盲 ,E 的 小 群 Gy 自然 是 
32 个 晶体 点 群 之 一 ,可 能 存在 的 不 可 约 表 示 已 在 表 3.8 中 列 出 。 
车工 是 Cs 给 定 的 不 可 约 表 示 空 间 , 而 Do 是 天 之 小 群 Gi 的 /中 弘 
不 可 约 表示 ,由 于 RE 一 (CRE GI), 则 相应 的 f 中 个 基 所 人 笋 江 (4 一 
1,2,… ,了 9) 将 是 Gi 不 变 的 ,它们 将 构成 工 的 一 个 子 空间 十 ,这 
了 中 个 线性 独立 的 {更 如 } 不 仅 是 Gi 的 不 可 约 表示 的 基 矢 ,而 且 对 
平移 群 G7 而 言 , 它 具有 表示 了 T 丰 的 挛 换 性 质 。 对 十 记性 的 每 个 大 
量 局 二 村,, 邦 对 应 存在 了 个 新 基 矢 { 秋 罗 ) ,它们 构成 Gi 的 一 个 
Fo" 维 不 变 了 空间 ,而 让 星 中 共 包 含 g/g 个 不 同 的 矢量 避 ,, 故 空间 
群 Gs 的 这 个 不 可 约 表 未 可 用 Te 代表 ,其 示 示 空间 元 为 rm ， 
8&181 维 。 

为 了 得 到 类 似 方 程 (63. 6. 30) 的 表示 矩阵 元 ,首先 可 将 Gj 的 
任 -- 元 素 R 写成 Gi 的 某 个 左 陪 集 的 元 素 , 即 R= Hgssg,E GG。 
因为 号 涩 一 六 对 于 Gi 的 某 个 不 可 约 表 示 DD 的 一 组 基 失 
{ 刘 罗 ), 定 义 一 组 新 基 秋 

T=TOCH,) = ,2) 

则 对 应 Gs 的 任 … 元 素 {Ri|x} ,都 有 

TR WE THATRITCOH VET TH Tg ) PY 

=T DE EIT HI VET I DE (pV exp(— 


i 2 Dg) Ye 3. 6. 31) 
上 式 将 给 出 Gs 某 个 不 可 药 表 示 和 矩阵 元 。 由 于 R;* HotEGp, 
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故 工 式 推导 中 利用 了 民 瑟 。 一 五 8 各 后 牛 r 厂 二 Cr 矢 曝 如 一 
HR= Hig 上 kk 一 RHok,Di(gy) 是 gs 的 2 维 不 可 约 表 示 De 的 稚 
阵 无 ;在 这 个 .mr ，g/g 维 表 示 中 ,每 醒 fF? 行 就 有 一 个 9 维 小 
方 阵 是 非 鹤 的 , 这 个 小 方 阵 的 位 置 决 定 于 Ge 的 结构 , 邯 Rj* 日 
对 应 的 起 ,, 这 产 ? 行 中 的 其 它 奸 阵 元 丝 为 零 。 显 奴 Gi 有 多 少 个 不 
等 价 不 可 约 表 示 ; 则 Gs 就 有 相应 的 多 少 种 不 可 约 表 示 。 

现在 讨论 矢量 站 的 对 称 性 . 设 Ce= 避 ae 是 和 维 & 的 小 群 , 它 是 
cr 的 子 群 。 它 们 江 足 

gk 二 Ka Cg EGL) 《3. 6. 32) 

Gr 中 将 有 g/gi 个 群 元 对 二 作用 而 得 到 9 一 g/gr 个 新 矢量 , 它 


(al}Kk ,gq=8 (Cb)Z :0 =4 (CC)E:g=4 


td 六 :0 一 革 《es :0 一 2 {DAM:a=1 
图 3.14 ”平面 正方 品格 各 种 不 的 虽 。 
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们 构成 的 “ 星 ”, 图 3. 14 给 出 具有 点 群 C 对 称 性 的 二 维 正方 器 
格 各 种 邯 矢 量 的 星 。 其 布 里 渊 区 是 边 长 为 于 的 正方 形 。 


图 3. 14 中 的 每 个 虚线 矢量 可 借助 于 合格 矢 等 价 实 线 和 拓 量 ， 
4 代表 星 内 人 不同 矢 最 数 。 

图 3. 15 给 出 简单 立方 品格 中 各 种 矢量 的 标准 固体 物理 标 
记 符 车 ,其 布 里 济 区 是 边 长 为 2z/a 的 立方 体 , 它 具 有 点 群 O; 对 称 
性 。 对 于 般 率 , 它 没有 任何 对 称 性 , 故 其 显 应 包含 48 个 矢量 鼎 一 
RE。 符 号 入 代表 沿 kz 轴 工 一 般 点 ,此 类 让 矢量 具有 点 焙 Ci 对称 
性 , 故 入 的 小 群 是 有 8 个 群 苑 的 Cw, 而 入 的 星 将 包含 6 个 不 同 的 


矢量 而 。 以 匀 代 表 妈 二 三 的 点 , 它 除 了 点 群 Ci 对 称 性 外 ,还 有 与 


.一 一 王 等 价 的 对 称 性 ( 因 , 与 总 相关 倒 格 笑 从 ). 故 X 具有 与 
&z 放生 直 的 平面 反射 对 称 性 , 它 的 小 群 是 16 个 群 元 的 Dy, 所 以 
X 的 星 只 有 三 个 点 。 立 方 体 心 工 的 小 寿 就 是 正方 体 完 全 对 称 群 
O,。 正 立方 体 每 边 中 点 以 M 代表 ,显然 在 hk, 平面 内 的 四 个 顶点 
是 等 价 的 , 故 M 的 小 群 也 是 16 个 群 元 的 Dw, 它 的 性 只 包含 M， 
Mi 和 Ms 三 个 点 。 以 互 代表 FM 直线 上 任 一 点 ,显然 它 的 小 群 是 
4 个 群 元 的 Cory 故 卫 的 鞋 有 12 个 点 。 

以 上 简略 地 介绍 了 求 空间 群 不 可 约 表示 的 方法 ,但 对 晶体 空 
间 群 而 言 ,有 时 纯 转动 tR,10} 并 不 一 定 是 空间 群 的 元 素 。 如 果 所 有 
纯 转动 都 是 Gs 的 元 素 , 则 称 这 样 的 空间 群 为 同 现 群 ;否则 为 非 辣 
型 群 ,全 部 空间 群 共有 73 个 同型 群 和 157 个 非 同型 群 ,显然 ,只 有 
Gs 中 所 有 平移 矢量 者 是 出任 平移 矢量 时 ,这 样 的 空间 群 才 可 能 是 
同型 群 , 它 不 存在 蝶 旋 灿 或 滑 移 面 等 对 称 操作 ,上 述 求 空间 群 不 可 
约 表示 的 方法 只 适用 于 同型 群 晶体 的 布 里 渊 区 内 和 区 面 上 的 所 有 
矢量 以 及 韭 同 型 群 遇 体 的 布 里 浏 区 内 的 让 矢量 ,而 对 非 同型 群 唱 
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体 的 布 里 洲 区 面 上 的 尺 矢量 ,Gs 的 一 般 群 元 { 妨 1r} 的 表示 失 阵 还 
末 有 普遍 适用 的 方法 , 当然 可 利用 某 些 非 同型 群 的 特殊 性 质 去 求 
其 表示 矩阵 ,但 往往 比较 复杂 ,这 里 就 不 再 讨论 了 。 


图 3.15 立方 晶 轿 的 各 种 不 矢量 的 标准 符号 
33.7 点 群 的 初步 应 用 


在 物理 规律 的 探索 中 ,对 称 福 研究 起 着 重要 作用 ,特别 在 近代 
物理 中 ,它们 已 成 为 表述 物理 规律 的 支柱 ,例如 ,在 用 自由 电子 近 
似 方 法 计算 固体 能 带 时 ,利用 群 论 方法 将 平面 波 组 成 对 称 化 的 线 
性 组 合 , 可 使 计算 大 为 简化 。 此 外 , 群 论 在 发 光 光 谱 学 中 也 得 到 广 
汉 应 用 , 它 对 了 解 能 级 篇 并 性 , 波 前 数 的 对 称 性 及 离子 能 级 在 外 场 
中 的 分 裂 等 提供 了 方便 ,下 面 仅 就 哈密 顿 群 ,能 级 简 并 与 分 裂 . 斤 
迁 第 阵 元 相应 的 选择 定 则 等 进行 简单 描述 。 
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7 一 1 哈密 顿 对 称 群 及 守恒 量 


第 二 章 开 头 曾 讨论 了 群 表示 与 体系 对 称 性 之 间 的 关系 。 姑 果 
我 们 研究 一 个 原子 系统 ,其 哈密 顿 器 通常 是 时 间 , 动 量 、 角 动量 和 
空间 坐标 等 的 函数 , 它 的 具体 形式 应 该 反映 系统 所 具有 的 对 称 性 。 
例如 ,在 单 往 子 过 似 下 ,其 哈 量 是 儒 = 一 入 十 V 
第 一 项 是 动量 算 符 , 它 在 坐标 的 正 交 变换 下 不 变 ,; 因 此 二 的 
对 称 性 仅 决 定 于 势能 族 数 Y 的 对 称 性 , 氨 原 子 中 电子 的 势能 是 中 
心 对 称 的 ,所 以 所 具有 空间 旋转 对 称 性 ;车 考虑 晶体 中 的 电子 运 
动 , 其 势能 则 具有 该 晶体 的 点 群 对 称 性 . 设 系 统 的 定 态 巷 定 锣 方 程 
为 
HY=EY 
当 坐 标 蓝 换 群 G= {go)} 使 坐标 矢量 > 一 六 一 gor, 则 相应 函数 
有 (他 ) 一 到) 一 有 人) 一 允 C87) 而 集合 {e)} 构 成 的 导出 变换 
群 上 是 同 构 于 G={g.}。 让 ww 作用 上 式 方 程 两 边 。 
w= Ea 
上 式 可 写 为 
uaHa M(t ~— Ey, 
令 HH 二 Ha , 右 ' 为 里 的 变换 标 符 。 风 有 
H'w¥= Er 
若 相 对 干 变换 群 避 = {wo} ,HH 是 不 变 的 , 即 H' 一 HwEG, 则 
有 [二 ,tj 二 0, 一 切 使 如 不 灾 的 对 称 性 操作 (变换 ) 将 构成 一 个 
群 , 称 此 群 为 哈密 顿 对 称 群 或 其 定 铂 方 得 群 。 
例 1 考虑 一 个 有 = 个 电子 的 原子 ,其 哈 量 可 写 为 


HO -+ 


i 
式 中 rm 为 第; 个 电 隆 的 矢 称 ,r 是 矢 径 为 产 及 = 的 两 电子 间 焉 离 ,上 
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式 第 -- 项 为 电子 动能 ,后 二 项 分 别 为 电子 与 荷 电 Ze 的 原子 核 之 间 
及 电子 之 问 的 库仑 势能 ,如 果 二 EGG 而 加 为 绕 诛 点 旋转 构成 的 导 
出 变换 样 。 旱 然 , 了 7?.r, 和 都 是 旋转 不 变 的 , 故 该 原子 系统 的 哈 
密 顿 对 称 寿 是 三 维 正 交 变 换 群 SO(3)， 
例 2 邵 有 三 个 质子 位 于 正三 攻 形 的 三 个 项 点 上 , 则 在 此 势 
场 中 运动 的 电子 险 基 串 写 为 
页 2 Ei pe _ er _ 
TIE 
这 里 7 是 昌 子 的 位 和 关 ,六 , 产 , 广 是 三 个 质子 前 位 矢 ,不 难看 出 ， 
上 式 中 的 下 标 1,2,3 任意 交往 ,其 哈 量 不 变 , 故 该 体系 的 哈密 顿 群 
为 置换 群 5,。 
在 量子 力学 中 ,力学 量 算 符 在 状态 刘 。 的 平均 值 定义 为 


CE} asiw. (OFT (FI,) 
因为 力学 量 算 符 的 平均 值 可 被 测量 , 故 反 有 人 > 必定 是 实数 ,其 
相应 算 符 必 为 厄 米 算 符 ; 从 状态 更 , 跃迁 到 寓 , 的 几率 幅 为 (更 ,| 


OR C7) Wr) 
由 于 暑 迁 几率 守恒 的 要 求 , 则 有 
| Cw, ie = | | EG 
因此 


< | 
Cu, ee 


CW | WY 

《3.7.1) 
若 不 考虑 相 因 子 , 则 要 求 好 出 变换 群 算 符 必 须 是 么 正 的 或 反 
康正 的 ,而 两 个 友 么 正 算 符 之 积 仍 为 么 正 的 , 故 纯 友 么 正 变换 无 法 
构成 群 , 且 反 勾 正 变换 群 没 有 确定 的 守恒 量 ,今后 只 限于 研讨 量 

子 力学 中 的 么 正 变换 群 及 其 相应 的 系 正 表示 ,由 名 正 变换 性 

tn, a = ut =, | 
i068 


可 推 知 了 re 一 了 从 而 有 

ea 为 无 穷 小 实 参 数 , 由 其 么 正 性 可 知 下 一 mi 即 二 为 厄 米 算 
符 , 它 可 代表 某 种 力学 量 算 符 , 设 C= {zw} 为 体系 的 哈密 赖 群 , 则 
出 [总 ,oo 一 0 可 推 得 1 ,zej 一 0, 若 算 符 r 不 显 含 时 间 利用 苹 
定 锝 方程 , 则 5 所 代表 的 力学 算 符 平均 值 的 时 间 变 化 率 为 


Ew, rw)— (于, 十 高 Y， [rH r=0 


因此 ,相应 于 系统 其 有 某 种 么 正 哈密 顿 对 称 群 ,必然 存在 某 种 
对 应 的 守重 量 。 

物理 学 中 的 对 称 性 可 分 为 几何 对 称 性 和 动力 学 对 称 性 两 大 
类 。 前 者 描述 物理 现象 的 时 空 变换 性 质 ,诸如 空间 和 时 间 平 移 , 空 
间 转 动 或 镜 象 反射 ,以 及 时 空 反 演 等 ;后 者 描述 体系 内 部 与 时 空 无 
英 系 的 其 它 动力 学 性 质 , 诸 如 核 力 的 电荷 无 关 性 的 SU C2) 同 位 族 
对 称 性 和 描述 强 子 结构 和 分 类 的 SLC3)r 对 称 性 和 SU (3). 量子 
色 动 力学 对 称 性 等 。 


7 一 2 能 级 简 并 和 分 裂 


为 了 形象 地 描述 体系 的 对 称 性 与 能 级 简 并 的 关系 ,在 图 2. 1 
中 兽 讨 论 了 三 个 质量 为 m 的 半 行 六 面体 在 重力 场 中 所 具有 的 势 
能 V=mgh, 其 中 肯 为 物体 质心 离 地 面 的 高 度 , 每 类 六 面体 有 六 种 
稳定 放置 方式 ,显然 | 类 的 6 个 势能 可 分 为 三 组 , 1 类 有 二 组 ,最 
低能 级 为 4 重 简 并 的 ,而 在 类 是 个 正方 体 , 它 只 有 -个 能 级 , 它 为 
6 重 简 并 的 ,显然 物体 的 对 称 性 越 高 ,其 能 级 简 并 上 度 也 僵 高 。 

在 量子 力学 中 ,系统 状态 以 波 粕 数 来 措 述 , 设 更 是 哈密 顿 二 
的 本 征 值 为 请 的 本 征 隔 数 , 则 由 哈密 顿 群 的 每 个 元 素 x,.EG 对 更 
作用 ,从 中 选 出 线性 独立 的 本 征 消 数 系 更 ,于 ,0 若 群 避 为 
# 阶 , 蝇 然 4 夸 g' 它 们 都 是 右 的 本 征 值 为 户 的 本 征 函 数 ,它们 将 
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撒 成 群 G 的 -个 表示 的 基 函 数 , 它 可 能 是 可 约 或 不 可 约 表 示 , 然 
而 , 若 @G 包 合 使 二 不 变 的 一 切 变 孩 ,一般 说 来 ,这 组 简 并 的 本 征 冰 
数 将 是 该 群 不 可 约 才 示 的 基 画 数 ,这 就 是 因 系 统 具 有 对 称 性 而 导 
敏 的 退化 现象 。 是 杏 接 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 变换 的 任意 两 个 本 
征 函 数 一 定 有 不 同 的 本 征 值 呢 ? 一 般 讲 是 肯定 的 ,因为 属于 群 G 
不 等 价 表示 的 两 个 能 函数 ,是 不 能 通过 对 称 操作 wu 将 其 两 者 连结 
起 来 .民有 在 很 稀少 情况 下 才 会 出 现 这 种 偶然 简 并 现象 , 它 是 无 法 
由 群 论 来 推断 的 。 来 自 系 统 对 称 性 的 退化 称 之 基本 退化 , 它 可 通过 
苑 加 一 较 低 对 称 的 * 微 扰 " 来 消除 , 群 表 示 论 是 研究 该 类 简 并 的 有 
力 工具 ;而 偶然 退化 的 出 现 位 置 会 随 某 种 参数 而 改变 ,但 这 种 参数 
对 基本 退化 没有 影响 。 例 如 ,我 们 取 -- 个 具有 两 能 级 的 费 米子 系 
统 , 其 4 和 8 两 能 级 都 是 由 自 旋 引 起 的 二 量 退 化 。 若 在 Z 轴 方 向 
加 一 磁场 瑟 , 则 4 和 已 两 能 级 将 分 别 分 烈 为 4, 和 4,、B, 和 B 两 
个 能 级 ,如 图 3. 16 所 示 , 随 着 磁场 不 断 增强 ,就 会 出 现 4 和 8B, 重 
合 的 个 然 退化 现象 ,无 磁场 时 的 4 和 8B 二 重 简 并 是 由 系统 本 身 对 
称 性 决定 的 ,在 请 =0 时 , 自 旋 向 上 或 向 下 不 能 区 分 , 即 上 下 对 称 
引起 二 重 简 并 ,而 PP 点 的 退化 只 对 应 磁场 的 特殊 值 B;, 它 将 随 着 
费 米 子 电 薪 及 质量 改变 而 不 同 ( 这 种 电 碱 场 引起 的 能 量 改 变 大 小 
为 nes "高 , 狼 尔 厂子 po 一 并 2-)。 

从 以 上 讨论 可 得 到 以 下 结论 ， 

1” 险 量 互 的 本 征 函 数 和 本 征 值 可 用 相应 哈密 顿 群 G 的 不 可 
约 表示 来 标记 ,对 应 @C 的 一 个 不 可 约 表 示 De ,就 有 根 应 的 能 级 
五 , 和 本 征 画 数 年 全 一 1 2 和 

2* EE, 的 简 并 度 取 决 于 该 不 可 约 表 示 的 维 数 坟 ; 

3* 由 于 1 维 表 示 只 有 一 个 菇 函数 更 ,而 哈 量 为 厄 米 算 符 ， 
故 色 "也 是 豆 有 相同 本 征 值 的 本 征 函 数 , 因 此 盖 个 互 为 复数 共 扼 
的 不 等 价 的 1 维 表示 ,也 将 对 应 能 级 的 二 重 简 并 ,通常 以 字母 E 
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米 代 表 一 重 简 并 能 级 ,对称 群 的 每 个 不 可 约 表示 通常 对 应 于 光谱 
学 中 的 一 个 特定 谱 线 标记 ,字母 4 或 BB 通常 代表 1 维 表 示 , 玫 种 
分别 代表 2 维和 3 维 不 可 约 表 示 。 例 如 ,具有 了 群 对 称 的 和 体 ， 
由 其 特征 标 表 可 看 出 ;只 有 恒 等 宕 示 对 应 的 能 级 4 是 非 简 并 的 ， 
其 第 二 和 第 三 个 不 可 约 表示 形成 复 共 示 的 二 便 简 并 能 级 EE, 第 四 
个 不 可 约 表 示 相 应 二 重 简 并 能 级 六。 


hs = 
-” 
入 A 
， 了 站 
于 ~ A Bi 
人 人 
ee Bi 
人 
™ 
qq Ba2 


0 B 
图 3.16 4 和 吾 两 能 级 是 二 重 基本 简 并 ,而 己 点 处 出现 的 二 重 简 并 是 偶然 简 并 

设 系 统 未 加 微 扰 时 的 哈 量 为 互 。, 其 相应 的 哈密 顿 群 为 心 , 因 
它 有 具有 较 高 对 称 性 , 故 出 现 能 级 简 并 ,假如 对 此 系统 加 一 微 扰 五 ， 
则 险 量 吾 == 如 ,十 吾 '。 这 可 能 有 两 种 情况 : ta) 车 H' 与 Hs 具有 相 
同 的 对 称 性 ,我 们 可 证 明 , 这 种 微 扰 无 法 消除 简 并 , 设 EY 能 级 机 
应 于 Hs 对 称 群 的 DH 不 可 约 表 示 ,表示 维 数 为 4, 则 有 
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一 
合理 选取 {个 ) 为 一 组 线性 独立 正 交 轨 一 的 本 往 阔 数 , 则 五 。 
的 矩阵 为 常数 矩阵 , 邯 
Ho = EH VE 
由 二 二 Ho 十 BF' ,可 推 得 
HY =ED 二 
PIH) =E"8, FE IH | 更 和》 
由 王 式 丰 看 出 ,要 使 厌 能 级 Ew 发 生 分 裂 , 可 有 两 种 情况 ,一 
是 五 的 非 对 前 元 素 不 为 零 , 即 要 求 五 "的 非 对 角 元 不 为 零 ; 二 是 昌 
然 吾 ' 非 对 角 元 束 全 为 零 , 但 对 角 元 束 《 五 "与 角 标 上 有关 -下 面 让 
我 们 证 明 , 只 要 五 ' 与 豆 , 有 相间 的 对 称 性 , 则 以 上 两 种 情况 此 不 
可 能 。 
设 于 局 和 BY 分别 为 群 G 的 不 可 约 表 示 D" 的 第 i 个 基 随 数 
和 王 不 可 约 表 示 的 第 7 了 个 基 画 数 , 由 于 么 正 哈密 顿 群 的 基 画 数 


内 积 不 变 , 即 6 人 说 轩 二 (Ww 四 Y= 二 二 之 Cua ,ee 


= Dg I VD, DY Cg) TY)= 1 3 ep 
E866 = DW, 06, (3. 7. 2) 
Np 

显 热 ,属于 不 同 的 不 可 约 宕 孙 的 两 本 征 晴 数 内 积 为 零 , 凤 使 是 同一 


个 不 可 药 表 示 的 两 个 不 同 分 量 的 基 上 因数, 其 内 积 也 为 零 , 由 于 互 ' 

与 吾 。 具有 相亲 对 称 性 , 苦 令 "=H 中 , 因 ww 二, (WE 
,出 

tt" = Ha tt 一刀 2 Ds. WP = Dg,) 
(BEP) 一 Zp (gg 

可 见 Gm 一 HWP 也 是 按 此 群 的 不 可 约 表 未 Do 变换 , 故 于 

的 答 阵 元 , 按 (3.7.1) 式 可 看 出 不 仪 在 gv 时 (个)}=0， 
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医 使 在 == 时, 若 i 了 7 时 ,其 非 对 角 元 素 如 5 一 0 全 天 站 ,而 在 产 
一 1 一 了 时 ,其 内 积 为 


(PB) 一 站 之 2 (PD BP = (PE ,By , 即 
(不 对 和 大 求 和 )， 

可 兄 瑟 ' 的 对 角 汇 素 与 指标 了 无 美 , 避 这 种 微 拓 无 法 消除 
简 并 。 

(6) 车 瑟 ' 比 五 具有 较 低 对 称 性 , 则 总 哈密 顿 群 将 仅 是 如 ' 所 
具有 的 对 称 变 换 群 G',G' 为 G 的 一 个 子 群 ;对 应 上 G 的 一 个 不 可 约 
表示 ,也 相应 为 GG' 群 的 一 个 表示 ,通常 为 G' 的 可 约 表示 ,可 利用 特 
征 标 方法 进行 约 化 ,相应 于 如 群 的 一 个 不 可 约 表 示 ( 对 应 茶 简 并 
能 级 ED) , 可 约 化 为 会 群 的 若干 不 可 约 表 示 的 直 和 ,其 每 个 表示 对 
应 于 一 个 能 级 ,从 而 使 简 并 能 级 EE, 分 型 为 儿 个 新 能 级 ,使 之 简 并 
消除 或 部 分 消除 。 

例 1 设 某 系 统 加 微 扰 前 具有 点 群 C3 对 称 性 ,由 C3, 群 的 特 
征 标 表 可 知 ,该 系统 能 谱 可 按 Al,A; 科 太 来 分 类 ,而 下 能 级 为 二 
重 简 并 , 若 对 此 系统 加 上 具有 点 群 忆 ,==Cs 的 微 扰 , 则 能 级 将 分 
鸡 , 而 使 篇 并 消除 ,下 面 重 新 给 出 点 群 C3 和 Cs 的 特征 标 表 ,由 元 
素 对 应 关系 本 难看 出 ,局 ;. 群 的 二 重 简 并 E 能 级 对 应 Cs 的 一 个 可 
约 表 未 ,利用 (2.5.8) 式 ,不 难 求 得 对 应 Cs 的 两 个 不 可 约 表 示 A 
和 A”。 


Cs 下 Fr 

A 1 1 

于 1 一 1 

E 2 0 
ac 一 二 (1 2 十 1.0) 一 1 iac 一 六 (1， 2 二 (一 1).0) 二 1 


从 而 使 篇 并 能 级 已 在 Cs 对 称 性 微 扰 十 分 裂 4W' 和 4” 两 个 能 
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级 , 简 并 完全 消除 。 如 图 3. 17 所 示 。 


E 起 ! 

a A 
A 2 入， 
上 1 A] 


图 3.17 Cys 对称 的 二 重 简 并 能 级 在 Cs 型 微 扰 下 , 简 并 完全 消除 

例 2 设 系统 加 徽 扰 前 具有 了 群 对 称 性 ,从 特征 标 表 可 知 
能 级 是 三 重 简 并 的 ,着 对 此 系统 加 一 D; 型 对 称 微 抗 后 ,其 三 个 相 
互 垂直 的 C: 输 也 是 了 群 的 元 素 , 故 DD; 是 全 的 一 个 子 群 , 它 仅 有 1 
维 不 可 约 表 示 , 故 了 群 的 三 维 表 永 已 将 约 化 为 Ps 群 的 三 个 1 维 
表示 B,,B; 和 B,。 其 特征 标 表 如 下 利用 (2. 5. 8) 式 可 求 得 a 一 0， 
而 za 一 ac 一, 故 了 工 对 称 系统 的 三 能 级 在 D; 对 称 型 微 
抗 下 将 分 慢 为 吾 ,8: 和 B; 二 个 能 级 ,从 而 消除 简 并 。 


TT | 3Czr 4C33 403 


车 对 该 系统 加 -- Cs 群 对 称 型 微 扰 ,其 FF 能 级 对 应 于 C3 点 群 
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的 特征 标 如 下 表 所 示 ,从 而 求 得 ae 一 二 (3， 1+0+0)=]， 


a (3 1+0+40)=1 


故 TT 群 的 三 重 简 并 能 级 在 C; 型 对 称 群 微 扰 下 ,只 分 裂 为 必 
和 霹 两 个 能 级 ,其 中 皮 仍 为 二 重 简 并 , 微 扰 并 未 完全 消除 简 并 ,其 
能 级 图 如 3,18 图 所 示 ， | 


F 2 Er 
i 了 

E 至 

A A 


图 3.18 点 群 T 对 称 的 三 重 简 并 能 级 正在 Cs 型 微 扰 下 ,部 分 消除 简 并 

例 3 电 体 场 中 角 动 量 为 ?的 能 级 分 裂 

在 下 面 讨 论 SO43) 群 中 即将 看 到 ,对 于 绕 冉 定 轴 转 = 和 角 的 转 
动 RCa) ,可 取 球 谐 浮 数 富 ,做 基 矢 Cm 二 1 一 1,... ,一 站 ,由 此 可 
得 到 一 个 2 十 1 维 水 可 约 表 示 也, 在 这 组 基 矢 下 R(a}) 可 写成 下 述 
对 角 和 矩阵 形式 ， 


他 夏 

Ee 0 
Rin) 一 

们 从。 assssanate 人 
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且 特 征 标 为 
Xa) = Den t/a (3. 7, 3) 
S11 py 
现在 以 口 群 为 例 研 讨 一 下 旋转 群 不 可 约 表 水 D. 和 昔 体 点 群 
木 可 约 麦 示 之 间 的 约 化 关系 ,将 口 群 的 五 类 操作 对 应 的 转 前 = 代 
入 上 上 式 , 则 证 得 到 六, 表示 的 柑 应 特征 标 训 下 表 所 示 : 


CatBy CiC3), Cat hy, Ct6) 


两 者 对 办 不 难看 出 : 

DDiwo 对 应 于 品 群 的 4 农 示 ;Di 对 应 于 口 群 的 FF 表示 ;而 
六 -> 对 应 主 0 群 表示 ETF; fa 对 应 于 岂 : 十 天 十 了 > ID 对 应 于 
及 1 十 琴 十 下 十 让; DD,_s 对 应 于 六 十 2 到 十 丘 ，。 

由 此 可 看 到 ,一 个 给 定 轨 道 动 量 夭 /的 原子 放 在 正方 体 对 称 
品 体 场 中 , 共 能 级 臂 殊 情 放 如 下 : 

3 项 忆 一 0) 对 应 4, 能 级 不 臂 裂 

也 项 届 =1) 对 应 F 能 级 不 如 发 
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万 项 妈 一 2) 劈 改 为 站 和 下: 两 个 能 级 

下 项 中 二 3) 辟 型 为 A ,和 了 二 个 能 级 

局 项 (一 4 尽 裂 为 41,EE,F 和 :由 个 能 级 

瑟 项 (= 引 ) 辟 裂 为 睛 ,2F, 和 上 ,四 个 能 级 。 

出 寺 5 群 与 口 群 同 构 , 故 症 Tv 群 对 称 的 晶体 场 中 ,其 能 级 
壁 裂 情况 相同 ,但 由于 Ts 群 具 有 反射 面 对 称 性 ,因此 ,对 于 ! 为 从 
数 的 能 级 着 者 完全 - - 样 ,而 2 为 奇数 的 能 级 ,应 将 上 述 口 群 对 称 性 
器 场 中 侠 弄 的 A 与 4; 以 及 五 与 FF 对 换 。 利用 这 种 特征 标 法 也 
可 求 得 任意 轨道 动量 答 1 的 原子 在 各 种 点 群 易 场 中 的 能 级 侠 裂 。 


7 一 3 ”第 阵 元 定理 和 选择 定 则 


如 果 系 统 的 哈 量 号 = 总 。 十 于 , 它 在 未 加 扰 币 下 前 处 在 五 。 
的 本 征 态 色 '”, 当 加 上 较 低 对 称 的 徽 护 瑟 ' 后 ,正如 上 节 诗 论 的 ,不 
仅 系统 的 能 级 要 发 生 分 裂 , 部 分 或 全 部 消除 简 并 ,而 且 将 引起 该 系 
统 由 一 个 豆 。 的 本 征 态 跃迁 到 另 一 全 本 征 态 。 根据 本 征 函 数 和 于 
具 丰 的 对 称 性 , 群 论 是 阵 元 定理 将 很 快 推 知 哪 些 获 迁 是 禁 丈 的 , 允 
哪些 菊 迁 是 允许 的 选择 定 风 .在 详细 研讨 之 前 , 先 证 明 一 全 基本 定 
理 。 

《1) 基本 定理 

设 萝 名 是 群 操 的 非 平 凡 DY ,不 可 约 表示 基 酒 数 的 任意 分 量 
“第 j 分量 ) , 则 该 未 数 的 整个 空间 积分 为 零 。 即 


jeoar=oceen 《3。7, 4) 
证 明 ; 由 上 节 讨 论 己 知 ,车 更 ”和 本” 分别 为 群 扬 的 不 可 约 
西 表 示 PD” 的 第 i 分 莉 和 中 的 第 7 分 狂 , 则 其 内 积 为 


Jy: mpdr= (yn ,BO) =0,Cuxv 和 和 iA) 
苦 取 oo 一 1 为 群 的 恒 等 表 寺 : 则 只 要 pg 壮 1( 即 非 民 等 表示 ) ,就 
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有 


的 


| yar oC). £3.7.5) 
由 此 式 出 发 ,任意 一 个 室 间 坐标 函数 皆 可 以 群 的 不 可 约 表 示 
完备 基 卫 数 殿 开 , 即 


w= > Cm ,全 ww 17 = 
则 由 基本 定 到 推 得 


| 
而 在 群 标 符 a 作用 之 下 又 有 


| wdr 一 二 co| we dr 
vr 
~ Scw | py (ud) Wdr 
wf 
一 之 /CDD 匈 cj Wdr 
af 


cowwar= Suwar 
若 下 为 群 的 基 可 约 表 孙 的 基 男 数 , 只 要 该 志 示 不 包含 恒 等 表 


示 , 必 有 | wa 二 0， 

(2) 矩阵 元 定 惧 

设 亚 ? 是 已。 对称 群 G 的 不 可 约 表示 D" 的 第; 分量 ,现在 
来 考查 革 算 符 瑟 对 本 征 函 数 亚 ” 的 作用 ,所 生成 的 新 函数 FV 个 
必 可 雇 其 完备 集 { 们 } w= 二 1 ,2 Nyj=1,2 ,ee ,nv) 展 开 。 

Fy oO = IC jo ,FY 

利用 本 征 函 数 的 正 交 归 一 性 可 得 

Co 六 一 【更 从 FP) 《3. 7.6) 
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如 果 力 学 起 算 符 斑 的 主 阵 抑 避 to 天 本 0 和, 则 说 明 在 五 
作用 下 ,从 态 更 ”到 WW? 的 贱 迁 是 禁 下 的 ,否则 为 允许 虐 迁 ,这 就 
是 选择 定 则 ,FW 不 请 是 按 群 某 个 不 可 约 表 示 变 化 的 * 纯 ?对 称 
所 数 .而 足 若 干 个 本 征 晒 数 的 线 福 红 合 , 故 得 矩阵 元 定理 ， 

如 果 生 成 函数 Fe 不 含有 该 群 不 可 约 表 示 De 的 第 7 分 
量 , 则 跃迁 矩阵 元 f= (PW 二 0。 

在 基 子 力学 中 ,通常 玉 本 身 即 为 坐标 的 兽 数 ,内 此 可 把 已 视 
为 该 群 某 个 表示 Ds 的 焚 函 数 , 而 FEf 可 视 为 群 的 直 积 表示 DD; 
@@Do 的 基 天 数 ,由 第 二 章 表 示 约 化 理论 可 知 ,只 要 这 个 走 积 表示 
不 舍 有 不 可 约 表 示 DY, 则 DD'ODrO9D" 就 不 包含 恒 等 表示 ， 
由 基本 定理 推 知 ,此 跃迁 宇 阵 元 恒 为 零 。 显 然 这 是 个 比 上 述 惩 阵 元 
定理 竟 难 的 选择 定 则 ,因为 它 末 涉 及 不 可 约 表 示 的 对 应 分 量 关系 。 
但 在 群 论 的 实际 应 用 中 , 它 比 上 述 的 矩阵 元 定理 更 为 简单 和 实用 。 

最 后 ,我 们 还 必须 指出 ,由 于 系统 的 对 称 性 可 方便 地 得 到 某 些 
禁 正 跃迁 ,但 群 论 本 身 并 不 能 给 出 不 为 零 的 矩阵 元 的 其 它 信 息 ;有 
些 矩 阵 元 从 群 论 角 度 看 它 可 以 不 为 零 , 但 这 并 不 能 排除 由 于 其 它 
原因 或 某 种 偶然 性 而 恰好 为 零 的 可 能 性 。 

3) 电 侦 极 符 跃迁 

设 系 统 具有 点 群 Cy 对称 性 ,而 电 候 极 冰 记 一 与 空间 矢量 > 
有 相同 的 变换 性 质 .车 取 Cs 轴 沿 Z 轴 方 向 ,从 Cs, 群 的 特征 标 表 不 
难看 出 , 电 偶 极 矩 的 Z 分 量 属于 点 群 Cs 的 4 表示 ;而 Pp 的 + 和 y 
分 盟 将 构成 Cs 的 下 宕 示 , 故 pW 站 应 为 该 群 直 积 表示 4, 多 DPD 的 
基 靖 数 ,pW 和 pw” 将 为 直 积 表示 E 的 D" 的 林 硝 数 ,除非 A， 
名 DP" 和 EBD" 包 售 不 可 约 表示 D” ,否则 矩阵 元 ("pw") 
一 0, 利 用 C3 群 的 特征 标 表 不 难 约 化 这 两 个 直 积 表示 。 因 为 

AWA,= A A A = A, ACIE=E 

(sr pa "| EE ADADE 
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藉以 上 三 组 约 化 结 昌 不 难看 出 ,4 一 4 或 五 ,4 一 4 或 严正 
.AlAs; 或 E 的 电 仙 极 答 贱 迁 古人 多 证 的 ,而 A 一 As 或 4 一 4 的 
跃迁 将 是 被 禁 戒 的 。 

(4 酸 侦 极 算 联 迁 

粒子 的 意 拭 与 其 自 旋 及 该 粒子 在 系统 中 的 轨道 运动 有 关 。 无 
自 旋 的 原子 核 总 厂 算 为 零 , 有 自 旋 的 原子 核 厂 抢 定义 为 
pj 一 gpwj/ 太 ,8 为 原子 核 园 转 卫 比 率 ,zev 为 波 尔 厂 子 , 为 原子 核 
的 角 动 莽 , 可 见 太 征 是 个 四 矢量 , 若 取 矢 和 > 和 动量 疡 为 zy 平面 ， 
则 在 Z 轴 方向 ,其 空间 变换 性 质 为 帮 一 zz 一 ypre 若 系统 具有 点 
群 Cu. 对称 性 , 取 某 个 反射 面 m 过 y 轴 和 卫 轴 ,在 二 作用 下 ,> 和 户 
的 y 分 量 不 变 , 别 分 量变 号 , 故 5p 一 一 ge。 可 网 py 相应 于 Cs 
群 的 1 维 林 可 约 表示 As, 在 - 般 情况 下 ,zx 的 x 和 yy 方向 分 量 应 相 
应 Cw 的 2 维 下 表示 , 圾 jY 是 Ci 群 4.09D" 直 积 表示 的 基 少 
数 ,而 pz 和 py” 是 此 群 家 积 表示 多 De 的 基本 数 , 欲 使 矩 
阵 元 (Wz?) 关 0, 妈 要约 化 这 两 个 直 积 表示 ,看 其 是 否 包 含 不 
可 约 表示 Dm ,因为 

的 4 一 4 的 4 一 4 (AE=E 

(EA 一 至 ‘| EA as IESE=A DADE 

可 风 对 磁 侦 年 跃迁 ,从 4 一 4 和 4 是 禁 戒 由 了 迁 。 

如 果 系 统 的 哈密 顿 导 称 群 基 纯 转 动 对 称 操作 (不 包含 中 心 反 
射 或 平面 反射 ), 自然 无 法 区 分 极 和 撩 量 和 轴 失 滞 , 则 电 偶 甜 和 磁 短 
跃迁 的 选择 定 则 是 --- 样 的 。 

《5) 电 四 极 矩 跃迁 

电 狼 极 第 是 普通 .三 维 空间 的 一 个 二 阶 张 量 , 当 空间 坐标 变换 
为 2 放 一 go 即 攻 一 之 iart 时 , 则 - 阶 张 二 变换 为 心 一 们 an 
awdiw。 而 电站 慨 证 通 和 是 个 对 称 张 是 (4 一 4 全 要 满足 A 十 
4 十 40 故 基 独立 分 量 只 有 五 个 ,我 们 可 选取 A 4 4 

118 


4 4 和 A 并 个 分 种 ,这 相当 于 2 一 2 的 球 谐 晴 数 Yo” ,从 前 硬 
讨论 吓 春 出 , 徐 求 此 哮 迁 选择 定 则 ,就 要 惨 定 其 各 个 分 量 和 应 对 称 
群 的 哪些 圾 反 的 起 晒 数 。 若 体系 的 哈密 顿 群 为 Co 由 4- 分量 对 应 
该 犹 的 属 表示 ,4 和 A 对 应 于 4 区 下 一 二 表示 ,而 A 和 (A 
有 wy) 对 应 于 下 表示: 故 电 四 极 徐 只 对 应 C3 群 的 4 和 五 表 示 。 由 
FE 

1A A TAMAS=A. AE=E 

ia 一 二 pan ‘pF EBADA, 

可 知 C3, 对称 性 系统 的 电 四 极 矩 跃迁 和 电 偶 极 逢 情况 …… 样 ， 
其 4 与 A; 之 间 的 找 迁 部 是 禁 下 的 。 

假如 体系 的 对 称 群 为 点 群 Dos, 共 特征 标 好 下 表 所 示 。 从 表 中 
可 看 出 ,矢量 的 Z 分量 属 于 Bs 表示 , 故 4 属于 B09B, 一 A 表 
示 .由 于 B60E 二 E, 可 知 4 和 4. 属于 五 表示 ,又 因为 对 称 张 拓 
za239 和 3 六 属于 对 称 化 的 下 积 表 示 ( 开 的 殊 ) 一 4 和 六 抱 4 中 庙 ， 
不 难看 出 王 十 yy 对 应 4 表示 ,zy 属于 Bi 家 东 ; 而 (x 一 六) 属于 
B; 表示 。 因 为 


站 se 如 Cs St?) C'st2} oit 2) 
区 1 1 ] 1 
.> 1 1 1 1 -1 
B+ 1 1 1 1 -1 
LY, Bs 1 1 1 1 1 
try 2 一 2 0 0 v0 


A =A (ADA=A, {AWB =B, 
BOM=B, [BA=B, | BB=A, 
BDA =B, | BA,=B | BH,=4, 
EA=E [EWA=E (EWB=E 
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BWB,=A, | AE=E 
BDB,=A, | BESE 
Ec B,=E EWES ADADB DD, 
可 见 这 时 的 A 于 As 和 Bi 于 Bs 的 跃迁 缘 为 禁 城 的 。 
习 题 三 
3 一 1 这 找 出 可 能 存在 的 二 维 贤 体 对 称 性 点 群 。 
3 一 之 这 画 出 点 群 Cs Csv rss :Ds 和 Ds 的 极 射 赤 面 投影 ,并 讨 
论 群 元 的 分 类 。 
3 一 3 利用 裤 射 赤 面 投影 验证 点 群 5; 正 是 Cu 。 


| A B ,= B, ACOSE=E 


3 一 4 试 指出 下 烈 分 子 的 对 称 性 点 群 ; 
(a) 线 状 分 子 O=C=C=C=D 和 HF 
Cb) HsO.,SO,,H:S 等 ,(c) NH,,CH;Cl,PCl; 等 


(td) C,H;:Cl; 和 NO, 


0 
[0 
N 8 S 
Nb 
0 0 、 
(ey NE 了 
3 一 3 做 出 Ps 群 的 乘法 表 和 元 素 分 类 , 玄 包 舍 哪 些 子 群 和 不 


变 子 糙 ? 
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3 一 6 利用 下 才 给 出 的 基 函 数 , 填 点 群 Cw 的 特征 标志 


ortrzy 可 人 3) 基 吵 整 


Try) 
Hs Ty 


工 , 是 rar ray} 


区 + 下 TS yr yr yy) 


3 一 ? 的 化 点 群 Cy 的 特征 标 为 6,0,0 的 可 约 表 示 和 它 的 两 个 
2 维 直 积 表示 。 
3 一 8 的 化 表 中 给 出 的 点 群 D 的 各 个 可 约 表 示 。 


Db 2C,s Cos 2C 2 2 
| 3 一 一 1 1 —1 
PF 富 加 2 [i 0 
Ts 台 0 , 们 0 Do 
i 4 一 人 0D 一 和 2 


3 一 9 约 化 下 列 给 定点 群 的 直 积 表示 


点 群 直 积 表示 

Cav ADA ,ADB, BOE, EOE 
Civ 的 辣 AR DB, BODE, BOE, 
Ta FF,, EF, 

CC， BOE, ECOE 


3 一 10 根据 点 群 D; 的 特征 标 才 ,判断 干 列 函数 各 属于 DD; 的 
哪个 不 可 约 表 示 的 基因 数 :z,yyry Ri Ry Re ry ri ys， 
0 和 3 

3 一 1] 利用 给 定 的 基 项 效 定 测 点 群 Ce 的 特征 标 
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sn 
a z 

4 RR» 

El Lr) 

EE CI cy) 


3 一 12 试 证 明 空 间 群 元 满足 关系 

COIR | ry {EIR Ir}= {EI|R,!r} 

CD {RI R |or{R Ir = {RRR | RCR ro— 7))} 

3 一 13 指出 图 3. 15 中 字母 了 ,= 和 代表 的 矢量 的 小 群 。 

3 一 14 在 晶体 空间 群 中 ,证 了 乘积 操作 p(n)Rip(-n) 是 表示 
相对 于 格 点 = 的 与 只 相同 的 转动 。 

3 一 15 试 证 明 倒 烙 矢 玉 . 与 晶 格 具有 同样 的 点 群 对 称 性 。 

3 一 16 若 矢 量 包 的 小 群 是 Gi, 试 证 此 的 晨 中 任 一 矢量 的 小 
群 也 是 G1。 

3 一 17 试 讨 论 困 道 吉 量 所 为 二 的 原子 在 其 有 五 和 万, 群 对 称 
的 晶体 场 中 的 能 级 臂 裂 。 
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第 四 章 ”线性 群 和 张 量 委 示 


线性 群 ( 经 典 群 ?是 几何 和 物理 学 中 经 常 磁 到 的 线性 空间 变换 
群 。 该 群 的 研究 存在 着 两 种 并 行 的 理论 :一 方面 ,因为 它 是 线性 空 
癌 的 全 体 非 奇 异 变换 具 阵 的 集合 ,我 们 可 借助 比较 和 熟识 的 张 量 代 
数 及 杨 氏 图 来 研究 它们 的 有 限 维 不 可 约 表示 ,这 是 本 章 的 内 容 . 由 
于 置换 群 5, 不 论 在 线性 群 的 高 牧 张 量 表示 的 约 化 中 ,还 是 对 x 个 
全 则 粒子 物理 系统 的 研究 中 都 起 着重 要 作用 ,因此 本 党 将 对 $, 群 
做 进步 讨论 .其 中 的 革 些 上 内容 只 注重 于 实用 性 介绍 ,而 没有 给 出 
严 梢 的 数学 论证 : 吨 -方面 ,线性 群 叉 是 连续 群 ,可 通过 李 群 和 李 
代数 的 根 权 型 论 来 研讨 它 , 由 于 它 在 物理 学 中 的 广泛 应 用 ,下 章 
将 较 详 细 地 介绍 。 


8 4.1 线性 群 及 其 维 数 


1 一 1 其 矢 变 换 与 一 般 线性 群 

在 矢 晤 空间 Vy 中 ,其 N 个 基 失 ei ,eax 的 进取 并 不 唯一 ， 
每 选 定 -组 起 次 ,就 对 应 一 个 坐 奈 系 ,相同 坐标 系 之 间 通 过 一 个 
N xN 的 韭 奇异 矩阵 将 商 组 基 矢 连结 息 来 。 设 S= fa 和 erj， 
S' 二 {和 5 二 {人 ) 是 二 个 不 同 的 华 标 系 , 和 如果 
= 4 od 2 Bue 则 = 2 B.A 一 7 5 和 3” 
是 乘 恨 矩 际 CB4) 对 序 的 变换 , 若 以 矩阵 乘法 定义 为 群 乘法 ,不 难 


证 骨 全 体 维 的 韭 奇 蒜 短 阵 将 构成 所 调 的 线性 群 (矩阵 群 或 经 典 
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群 ). 若 V、 是 NN 维 复 空间 {或 实 空间 ), 其 对 应 的 线性 群 以 GLCN， 
CI 或 GLCN 1R)) 标 记 。 显然 ,这 些 生 阵 本 身 义 是 线性 群 的 一 个 忠 
实 表 人 (自然 去 示 或 类 二 表示 )。 

对 于 gg 阶 有 限 群 ,其 每 个 群 元 可 以 g。 代表 , 当 参 数 痰 从 1 跑 
到 站 时 ,将 给 出 所 有 群 元 素 , 而 线性 群 是 连续 群 ,其 群 元 有 无 穷 多 
个 南 无 法 编码 ,但 它 的 冬 个 群 元 仍 可 用 类 似 于 参数 x 的 一 组 实 参 
数 a ,yas,……a, 来 标 征 它 , 其 中 至 少 要 有 … 个 参数 在 某 一 区域 内 连 
续 改 蛮 , 这 > 个 实 参 数 是 标 征 群 元 所 必需 的 , 称 -为 连续 群 的 维 
数 。GECNC) 糙 的 每 个 群 元 都 是 一 个 N 维 复 矩 阵 它 有 Ni’ 个 矩阵 
元 ,路 去 非 奇 异 条 件 外 没有 任何 限制 , 故 每 个 群 元 需要 2N? 个 实 
参数 来 标 征 ,GLCN,C) 是 一 个 2N: 维 连 续 群 ,而 GLCN,R) 则 是 
个 六: 维 连续 群 。 


1~2 直 积 空间 与 张 量 

由 两 个 矢量 空间 V3 和 3 可 构成 -- 个 新 的 tn 十 m) 维 直 和 矢 
量 空间 VBV$ 和 =， mm 维 直 积 矢量 空间 TMG 

设 (ee me} 是 从 的 基 矢 ,而 { 户 , 产 … 产 :是 凤 的 基 矢 ， 
若 两 个 空间 的 基 矢 分 别 按 &~ 之 ,4 和 太一 六 7 产 线 性 变换 ,出 
其 直 和 空间 的 到 和 变换 给 阵 将 是 (4. 1. 1) 式 的 块 对 角 结构 。 


rae 
(5 5),， (4.1.1) 


如 果 怠 是 六 G=1,2) 的 基 矢 变换 线性 群 , 则 上 式 的 直 和 矩阵 
集合 称 之 直 和 和 群 C 四 G:， 显然, 块 对 角形 式 的 变 摘 群 是 该 直 和 空 
疗 可 能 存在 的 基 矢 变换 群 的 -一 个 子 群 。 
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直 积 矢量 空间 风 1 人 @ 的 基 矢 是 te 的 户 ) 一 1 2. 
7 一 1,2,…,2, 该 实 积 空间 中 的 任意 元 素 上 可 表示 为 
Eo= te C4. 1. 2) 

一 般 说 来 E 关 和 GE 为 8 的 矢量 ), 当 TY 的 基 撩 变换 分 别 
为 一 4A e 和 大 一 正 7 了 时, 则 相应 直 积 空间 的 基 撩 变换 为 

SBP ,= ABE, 

=—274,B,(er@F) (4.1. 3) 

这 是 该 am 维和 失 量 空间 一 切 可 能 的 线性 变 挨 群 的 一 个 子 群 ， 
通常 称 之 直 积 群 或 张 量 积 群 G160G;。 

张 晤 是 直 积 矢量 宝 间 的 一 个 元 素 , 物 理应 用 中 往往 只 对 矢量 
空间 自身 的 两 次 或 多 次 直 积 感 兴趣 , 设 Vs 的 下 次 直 积 空 量 为 
VO 一 Vw 的 -OVy, 它 的 N* 个 基 矢 则 为 

{er Oe, -er }, 5 一 2 ie 

当 Vy 的 基 关 变换 为 5~ 4se 和 一 人 01252 时 , 则 (VS 
室 间 的 基 矢 变 搞 为 

e 区 Be = = 2 A je en -Be 天 


一 4BKe err 

eB = iB, Boe DE) 
一 LBA, Je 
一 (有 4)SxerG Ge 


G4. 1.4) 
直 积 空间 VR@* 中 的 任 ~ 元素 全 缘 可 以 这 和 N* 个 基 矢 展开 ， 
了 一 人 ee 《4. 1. 5) 
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称 人 为 室 间 Yv 上 的 天 秩 张 量 , 由 (4.1.4) 式 可 知 ,Vw 的 基 
舌 变 换 为 4, 则 VR* 的 其 矢 变 换 为 42 , 若 Yx 的 线性 群 为 G, 则 
VR 的 灾 换 群 为 N*XxN* 的 第 阵 群 G*, 显 然 G* 是 GG 的 N* 维 表 
示 , 通 常 称 之 线性 变换 群 G 的 下 秩 张 量 表 孙 ,既然 Gx 是 线性 群 G 
的 乓 次 笑 量 表示 的 直 积 ,一 般 说 来 这 是 个 可 约 表 示 。 物 理 上 常用 
到 的 各 种 线性 群 的 -一 切 可 能 的 表示 贮 可 从 其 张 量 家 示 的 约 悠 求 
得 。 车 对 Vv 的 线性 变换 窍 阵 加 上 一 定 限 制 ,就 会 得 到 各 种 低 维 的 
内 经 群 ,它们 莉 是 GLCN, 侣 ) 或 GLON,R) 的 子 群 。 


1 一 3 各 种 经 典 群 及 其 维 数 


CELtN,C) 群 中 行列 式 为 大 的 拭 阵 子 集 将 构成 复 么 模 群 
SLCNC) ,这 是 个 2(N 一 17 维 线性 群 。 而 对 N 维 实 空间 , 则 可 得 
到 (CN? 一 ]) 维 实 乏 模 群 SLCN ,RR)， 

一 茹 只 阶 非 奇 异 么 正 怎 阵 集 人 台 {4= (ar)) 将 构成 么 正 群 
CCN)》, 由 于 么 正 条 件 限 制 

a Gui 一心， 

当 1=j 时 ,上 只 有 NN 个 实 方程 ,而 当 i 关 j 时 ,有 
方程 ,因此 群 UCN) 显 个 AN 维 经 典 群 。 

PN 人 群 中 行列 式 为 1 的 所 阵子 集 将 构成 么 模 么 正 群 
SLAN), 这 是 个 CN’: 一 1) 维 连续 群 ,和 群 LCN) 和 和 SUN) 都 在 物理 
学 :中 得 到 广泛 应 用 。 

CCC 中 全 部 正当 年 阵 4 的 信人 台 将 构成 复 正 交 群 
OCN,O) ,由 正 交 条 件 AA 二 A 4 一 ,可 推断 这 是 个 NCN 一 1) 维 玉 
续 群 ,由 于 det4 一 det AydetA 二 土 1, 因 此 可 将 此 群 分 解 不 连通 两 
部 分 ,而 det4= 十 1 的 正 交 证 阵 集合 将 构成 么 模 正 交 群 SOCN， 
CC 相应 地 也 有 实 正 交 群 OOVDI 和 SOC ,它们 是 NGN 一 1)/2 维 
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NON— 


连续 群 .SO(C3) 磁 正 足 普通 三 维 空间 正 交 群 , 共 群 元 是 绕 定 点 的 一 
场 可 能 转动 。 

在 NN 维 复 空间 中 ,保持 任 登 的 两 个 复 天 是 的 斜 对 称 双 线 型 不 
变 的 “切线 性 变换 搜 阵 集合 ,将 构成 所 请 辛 群 SoCN,C), 设 zz 种 y 
为 该 空 何 的 两 个 矢量 ,上 民 斜 对 称 双 线 型 定义 为 


{ry} 二 之 ,any i (4, 1.6) 

显然 , 矩 血 G= (ga 是 斜 对 称 的 , 若 空间 作 线 性 变换 ,一 4 ez 
一 之 ro 时 

Xi 二 Siar FY an ye 

根据 不 变性 要 求 : 


有 
{ 一 2 Do guaraw rey 
二。 『 


= > CAGAY;y XY 


= Peay 
= gry = (zy) (4. 1.7) 
这 些 线性 变换 4 必须 满足 
AGA 二 GO 或 (AGAD4 一 OG (C4. 1. 8) 


要 求 矢 量 x 和 y 是 非 退 化 的 双 线 型 , 即 G0, 战 i 在 入 
个 数 中 取 两 个 不 同 数 的 方式 共有 NCN 一 1)/2 种 ， 和 
(4. 1. 8) 式 的 一 个 复数 方程 。 国 此 , 辛 群 的 独立 实 参数 为 2N? 一 
《N 一 1 二 N’ 十 N 又 因为 矩阵 G 是 斜 对 称 的 , 故 有 C= 一 CG, 因 此 
det G 一 (一 1)*detG ,然而 , 转 冒 矩阵 的 行列 式 不 变 。 由 此 可 断定 党 
群 对 应 的 空间 必 是 偶数 维 。 实 矢量 空间 的 辛 群 以 5,CN ,RR) 代 表 ， 
这 是 个 NCN 十 1)72 维 连 续 群 , 故 4. 1 给 出 常用 经 典 群 及 其 维 数 。 
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袁 4.1 经 典 群 的 维 数 


CLOWN RY SLEN RY OCNRY SpEN RY GLON CY SLONOY BOW CY SN SpONCY OEY 
SOLN R 一 全 起 = 钵 教 SC 
NN NE NY] ACN 2N? 2 A? M2 NXT NUON) 


§ 4.2 和 群 代数 


2 一 1 状 代 数 及 其 约 化 


设 避 二 {g} 引 个 g 阶 群 ,着 以 每 个 铬 元 为 苦笑, 则 可 张 开 一 个 
g 维 线性 矢量 空间 44G) ,而 40} 中 的 任意 元 素 zx 尼 可 表 为 这 上 


个 群 元 的 线性 组 合 。 
工 一 Zrg, 《4. 2.1) 


其 中 图 EC 是 矢量 > 在 基 矢 上 的 分 量 , 若 ALCG) 中 的 两 个 
元 素 工 和 了 分 别 为 


2 一 人 ro 一 人 8 C4. 2. 2) 
则 矢量 < 一 az 十 By 的 分 量 为 
入 |, =axr By, 


而 与 y 的 张 积 定 义 为 
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zy= 之 pg (4. 2. 3) 

根据 群 的 封闭 性 ,gg,€EG, 故 上 式 定义 的 加 积 仍 是 ACG) 的 元 
素 , 因 此 有 

TY 一 人 CuesrC 一 人 ro (C4. 2. 42 
上 式 中 对 记 导 和 ,j-=" 求 和 代表 对 所 有 满足 g,*， gj 一 后 的 i 与 3 
求 科 。 这 样 按 照 群 G 畸 法 所 定 的 线性 空间 4tG}) 是 封闭 的 , 称 
44G) 为 所 的 群 代数 。 由 于 群 满足 顷 侣 律 , 几 群 代 数 也 是 个 结合 代 
数 。 如 果 4CG}) 中 包含 一 个 子 空间 B, 且 在 4tG}) 的 药 法 运算 下 也 
是 封闭 的 , 则 称号 为 44G) 的 于 代数 ;车 取 子 代 数 吾 的 任 一 元 素 
x 对 于 44G)? 的 任意 元 索 xz, 都 有 zra€B, 则 称 B 是 .ACG) 的 左 理 
扔 。 类 似 地 也 可 定义 其 右 理想 。 

不 难看 出 , 群 G 的 每 个 表示 将 自动 给 出 群 代数 ACCG} 的 一 个 
表示 , 设 A(G) 的 某 个 元 素 为 < 一 /xigi; 则 对 应 群 表示 DCC) 一 
{DD(g1)} zz 的 琢 示 为 

D(x) = 人 Da) C4. 2.5) 
到 之 亦 然 ,464C) 的 任意 表示 也 将 得 出 群 G 的 一 个 表示 , 且 它 们 表 
示 的 可 约 性 也 完全 相对 应 。 

让 任意 群 元 gjECG 左 乘 其 群 代数 ACG) 的 元 素 z+, 由 于 群 的 幸 

闭 性 , 则 有 

gt— gg,E ACG) 
这 表明 gz 仍 是 群 代数 4C4G) 的 一 个 元 素 , 故 A(G) 是 群 G 的 一 个 
不 变 空 间 。 这 里 值得 注意 的 是 , 群 元 & 扮演 着 双重 角色 ;一 方面 它 
作为 基 矢 , 张 开 G 的 不 变 空 间 , 即 群 代数 4(G) ; 另 一 方面 它 又 是 
作用 在 4t(G》 上 的 群 算 符 。 如果 gEG 作用 在 .AC(G) 的 基 矢 gy 上 ， 
既然 A4(G) 基 GG 欧 不 变 空 间 , 则 有 

gg = Da gg, (i k=l1,2.. ,£8) C4. 2.6) 
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其 中 Datg) 是 线性 组 合 系 数 。 由 于 入， 六 EC, 故 有 
| 1， 名 Be 可 
Drlg) = pga (4. 2.7) 
和 第 音 有 限 群 的 正规 家 示 特 性 .上 式 涪 明 4CCy 正 是 群 避 的 正 
则 家 人 所 相 放 的 表 朱 空间 ,已 娠 任何 且 阶 有 限 群 的 正则 表示 是 个 
8 维 完全 可 约 表 示 . 它 将 包含 此 群 的 全 部 不 可 约 表示 ,日 每 个 相 可 
约 家 水 出 现 的 次 数 愉 等 于 该 不 可 约 央 未 的 维 数 . 既然 A(G) 的 正 
则 表示 空间 ,必定 是 全 完全 可 约 空间 。 显 然 ,每 个 天 理想 & 都 是 一 
个 不 变 子 室 间 , 故 4(C) 可 约 化 为 群 避 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表 未 
加 是 GCG 的 nn, 弘 
不 可 约 表示 , 则 4CG) 必 包含 着 个 正 交 的 不 可 约 左 理想 ge 
二 1 2 定义 站 局 对 应 的 总 左 理想 为 


ww H" 


二 2 EPE (4. 2.8) 
如 果 避 有 以 个 相等 价 不 可 约 表 示 , 则 相应 的 群 代 数 4(G) 必 可 分 
解 为 这 些 不 等 价 的 总 正 理 急 的 再 利 。 
AtG)= 2 E08 BEBO (C4. 2. 9) 
我 们 可 类 似 地 定义 群 代数 4 的 右 理想 ,并 将 ACG) 分 解 为 其 
右 理想 之 址 和。 方程 C4. 2.8) 和 和 (4. 2.9) 仅 仅 给 出 了 群 代数 分 解 的 
理论 框架 , 欲 直接 应 用 它们 把 4046) 约 化 为 诸 左 理 租 的 焉 各 ,并 求 
出 与 各 个 家 理想 相应 的 群 G 的 全 部 不 可 约 表 示 是 不 可 能 的 。 因 为 
要 借助 群 的 不 变 空间 求 相应 的 不 可 约 表 示 , 就 去 首先 写 出 这 个 空 
间 的 -… 组 基 矢 ,而 $2.7 投影 算 符 告诉 我 们 ,和 欲求 这 组 基 矢 又 逢 知 
道 不 可 约 宕 示 和 矩阵 元 ;既然 各 个 不 可 约 表 示 还 是 待 求 的 ,也 就 元 法 
确定 相应 表示 空间 的 基 矢 。 为 了 在 群 右 的 各 个 不 可 约 表 示 尚 不 上 晓 
得 之 前 把 A(G} 约 化 为 诸 左 理 租 的 直 和 ,我 们 可 通过 新 的 途径 去 
溯 找 各 个 左 理想 的 基 尖 。 
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2 一 2 于 等 元 
设 群 代数 4 可 分 解 为 点 个 左 理 想 &.G 一 1,2.… ?的 直 和 ， 
则 有 
A=B& .DEAD DE 


一 名， 后 仙 《4. 2. 10) 
对 于 和 任 一 元 素 SE BA, 必 可 表 为 诸 左 理 相 的 元 素 5S;E 包 的 和 。 
S=Si 十 Si: 十 "十 5 C4. 2.11) 


符合 (4. 2. 10) 式 的 堪 理想 集合 称 之 4 的 完 鱼 左 理 想 集 ,而 5; 为 S 
在 包 中 的 分 天 其 。 


显然 , 群 G 的 单位 元 素 eE4, 且 满足 
E 一 呈 E 一 号 SEA) C4. 2. 12) 
因此 , 它 也 应 有 相应 C4. 2. 11? 式 的 完备 左 理 想 集 的 分 解 式 
e 一 掉 十 ez 十 … 十 全 《4 2.13) 


将 (4. 2. 1i17? 厢 104. 2. 13? 式 代 人 方程 64. 2. 12) 得 
S =5 十 Si 十 … 十 一 Se 二 S(e 十 2&2 十 十 er》 
=Sel 二 Ties 二 Ses 
由 于 六 是 左 理想 ,而 上 式 两 边 属于 同 个 左 理 想 的 泡 案 必定 相等 ， 
Se 所, 因此 有 


Si 一 人 el 4. 2. 14) 
车 5S 人 在 && 之 中 ,自然 有 
S=SerSe,=007E7) (4, 2, 15) 
特别 是 我 们 可 取 5S=e,, 则 有 
[一 如 


. . tj] 2, (4. 2. 16) 
te, e007) 


对 于 群 代数 的 某 个 元 案 , 若 它 的 平方 等 于 其 自身 ,从 而 它 的 任 

意 芝 数 次 兰 仿 为 自身 ,这 样 的 元 素 称 之 笑 等 元 。 由 《4.2.14) 和 和 (4. 

2. 1 引 ) 呆 知 , 对 于 任意 元 素 SE 4, 孝 丰 Se,E8&,, 当 5S 跑 过 4 的 全 
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部 元 素 时 ,Se 也 将 给 出 六 的 所 有 元 素 ,该 结果 可 形式 上 表 为 
B= Ae, 一 2 《4. 2.17) 
部 血 等 元 e 又 站 之 厅 理 想 & 的 生成 元 。 
如 果 一 个 里 等 元 不 能 肯 进 一步 分 解 为 满足 {4.2.16) 式 的 多 个 
本 小 链 等 元 之 和 , 则 称 它 为 原始 容 等 元 (不 可 约 短 等 元 ) ,和 否则 称 之 
可 约 圭 等 区 。 自 然 ,由 原始 霸 等 开 生 成 的 左 理想 是 不 可 药 的 , 称 它 
为 芒 小 疾 理 想 。 因 此 , 群 代数 最 终 可 表 为 一 系列 最 小 左 理 输 的 直 
舟 。 实 际 上 ,你 要 求 某 群 代数 的 寡 等 元 ,只 需 找到 满足 (4. 2. 18) 式 
的 元 素 vy。 
如 一 wy (C4. 2. 18) 
其 中 < 为 任意 常数 如果 找 到 元 素 y, 则 可 令 y 一 士 y, 显 然 y 是 个 
满足 4. 2. 16? 式 的 客 等 元 , 故 短 等 二 可 相差 一 个 常数 因子 。 
以 置换 群 5, 为 例 来 讨论 它 的 群 代数 及 其 军 等 元 群 5S, 有 6 
个 元 素 . 故 其 群 代数 4C5,}) 中 的 任意 元 素 zx 可 表 为 
工 一 ae 十 8C127 十 CC137 十 中 (237 十 F123) -Fg(132) 
上 共 中 ap.c,d, 了 和 上 是 任意 实数 ,4(s) 是 群 5S, 的 正则 表示 空 
何 , 在 44) 中 若 取 元 素 己 和 息 分 别 为 


nes C4. 2.19) 


其 中 ,加 为 警 换 a 的 宇 称 ,上 式 是 对 5, 的 所 有 元 素 求 和 ,由 竹 的 封 
六 性 和 重 排 定理 可 知 , 除 相差 某 常 数 因子 外 ,PP 和 @ 都 是 原始 帘 
等 元 。 若 左 乘 上 式 任意 群 元 rES:, 立 即 可 得 到 

rrP=P, TQ=.Q C4. 2. 20) 
臣 式 表明 忆 和 外 都 生成 1 维 的 左 理想 ,而 每 个 群 元 7 在 PP 中 都 对 
应 于 1, 这 是 个 便 等 表示 ;在 久 中 的 每 个 群 元 对 应 其 宇 称 , 故 这 是 
个 完全 反对 称 表示 。 
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最 后 ,我 们 还 要 特 莽 指出 ,对 于 一 般 有 限 群 6G, 直接 去 找 它 的 
群 代数 4cG) 包 售 的 最 小 左 理 想 是 比较 困难 的 。 然 而 凯 雷 定理 告 
诉 我 们 ,任意 -个 二 阶 有 限 群 都 同 构 于 署 换 群 8, 的 一 个 子 群 ,这 
表明 一 般 有 限 群 的 结构 都 包含 在 相应 的 置换 群 中 ,欲求 二 阶 有 限 
群 的 不 可 约 表 示 , 可 先 玻 5S, 的 不 可 约 表 示 ( 但 对 于 群 G 而 言 ,这 可 
能 是 可 约 表 示 ?7。 同 时 还 可 借 即 5, 的 表示 约 化 方法 来 约 化 各 种 经 
和 典 群 的 张 量 表示 。 因 此 ,下 面 先 将 群 代数 约 化 理论 应 用 于 置换 狼 。 


§ 4.3 标准 杨 盘 和 杨 氏 算 子 


前 面 曾 讨论 过 ”个 客体 的 置换 群 5, 的 一 些 基本 性 质 ,已 知 5， 
是 个 m1 阶 有 限 群 ,其 共 轮 类 数 天 等 于 的 可 能 配 分 数 ;每 个 共 轧 
闫 包含 群 元 数目 由 (1. 5. 1) 式 给 出 ;由 于 5, 的 任 一 群 元 与 它 的 六 
元 具有 相同 的 配 分 , 故 置换 与 其 北 置 换 必 是 同类 交 素 ;5, 的 每 个 
群 元 都 可 表示 脱位 循环 积 ,而 每 个 循环 又 可 表 为 对 换 积 ,置换 的 字 
称 取决 于 分 解 对 换 积 的 奇偶 数 个 因子 。 

既然 5. 是 个 有 限 群 ,其 不 等 价 不 可 约 表 示 的 个 数 N 必 为 5， 
的 共 乞 类 个 数 天, 即 对 应 = 的 一 个 配 分 [J 一 [Xi… 为 ] ,C22 二 
x) ,我 们 不 仅 可 划 出 相应 的 杨 氏 图 , 曾 且 可 以 这 个 配 分 或 杨 氏 图 来 
标 征 这 个 不 可 约 表 示 。 

给 定 4 的 配 分 [ 刀 J 和 相应 的 杨 氏 图 ,如 果 随意 地 将 1,2,…，n 
这 个 数码 分 别 填 入 该 杨 氏 图 的 每 个 方 格 中 , 则 称 这 种 填 入 数码 
的 杨 氏 图 为 杨 氏 盘 , 如 a 二 5 的 某 个 配 分 为 [3,2] ,其 可 能 的 杨 氏 盘 


有 ni 个 ,其 中 一 个 为 
(4. 3. 13 
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若 王 代表 扬 氏 盘 中 同行 数码 之 间 的 署 换 , 则 各 行内 一 切 可 能 
置换 之 和 称 之 该 盘 的 行 对 称 化 算 子 或 行 算 子 ,用 符号 己 代 表 
P= 之 2 (C4. 3, 2a) 
类 位 地 ,以 gq 代表 意 中 则 列 数 码 间 的 置换 ,由 各 列 内 的 一 切 可 能 置 
换 将 构成 列 对 称 化 算 子 或 列 算 子 电车 5, 代表 4 的 置换 宇 称 , 则 
有 - 
Q— 之 ,5.4 (4. 3. 2b) 
如 C4. 3. 了 给 出 的 杨 开 盘 p= 二 014) (23) 或 (145)(23); 
9 二 012) 或 (12)(34), 而 其 行 算 子 和 列 算 子 分 别 为 
P=e 十 (C14) 十 (45) 十 (15) 十 (145) 十 (541) 十 (23) 十 
C14) (C23) 十 (23) (45) 十 (15) (23) 十 (145》(23) 十 
(541)(23) 
Q=e— (12)— (34) + (12) (34) 
由 列 算 子 和 行 算 子 可 定义 相应 杨 基 盘 的 杨 开 算 子 yi 中 。 
yi —QP = 28.gp (4. 3. 3) 
显然 , 《4.3.2) 式 中 的 求 和 将 会 导 和 化 对 应 同样 配 分 (或 杨 开 图 ) 
的 某 些 不 同 杨 民 盘 具有 相 问 的 杨 氏 算 于 ,例如 下 列 的 三 个 杨 氏 盘 
对 应 着 同样 的 杨 氏 算 子 
1 1 2 | |， | 1 C4. 3.4) 
14 Ll :ls 
称 具 有 相同 忆 开 算 子 的 杨 氏 盘 为 等 价 盘 。 在 一 组 等 价 盘 中 可 选取 
一 个 代表 , 称 之 标准 杨 堆 或 标准 益 , 它 是 将 这 x 个 数码 分 别 填 入 对 
应 起 分 的 每 个 方 社 中 ,并 确保 每 行 从 左 到 右 , 每 列 从 上 到 下 的 数码 
部 是 递增 的 。(d4. 3. 4) 给 出 的 二 个 等 价 盘 只 有 第 一 个 是 标准 盘 。 关 
天 标准 区 和 杨 氏 算 子 的 尾 质 .大 在 以 上 两 个 重要 和 定理: 
定理 -: 溉 [要 为 二 的 一 个 配 分 , 则 该 配 分 基 个 杨 氏 昌 史 杨 氏 
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算 子 ? 串 实 质 上 是 群 代数 4(S,) 的 “个 原始 知 等 元 (可 做 对 个 常数 
因子 )， 
由 于 群 代数 4(3.) 的 原始 寒 等 元 可 生成 不 可 约 左 更 想 , 辐 时 
又 是 群 5 的 一个 厅 可 约 表示 对 应 的 表示 空间 ,因此 , 它 将 给 出 5， 
的 一 个 不 可 约 表 示 。 该 定理 断定 ym 是 4(S,) 的 原始 和 等 元 , 故 可 
由 它 求 得 S, 的 相应 沪 场 氏 图 的 不 可 约 表 示 。 如 果 选 取 5, 的 一 切 
配 分 相应 的 全 部 标准 杨 氏 盘 , 就 可 得 到 该 群 的 全 体 不 可 约 表示 。 下 
面 以 风 个 简单 实例 阐明 它 的 用 法 。 
当 n 寺 2 时 ,只 有 [23 和 [1 站 两 个 写 分 分 别 对 应 各 
二 吓 个 标准 答 . 其 杨 氏 算 子 分 别 为 {e 十 (12)} 和 te 一 (12)} ,显然 
它们 具有 原始 宕 等 元 性 质 
[e+ (12))Ce— (12))=0 
tet(i2)I(Ce 二 (12))=e: 二 2e(12) 二 (12)(12) 
一 2[e 十 (127 
单位 元 素 。 可 分 解 为 两 个 原始 畦 等 元 之 和 


a 一 < 二 2 二 二 2 ee 


et 生成 恒 等 表 示 ,e; 生成 1 维 反 对 称 表 示 。 
当 % 二 3 时 ,只 有 [3j,[13] 各 [2,1] 三 个 配 分 ,有 四 个 标准 矢 与 
其 对 应 


有著 印 


苦 以 P=2p.Q= Zid Y et (12) — (13)—(123) 和 Y'=e— 
3 HE 


(12) 十 13) 一 0132) 分 别 代表 它们 的 杨 氏 算 子 ,不 难 验 证 这 四 个 杨 
民 算 子 都 满足 原始 宕 等 元 条 件 , 且 有 
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e 一 二 PP 十 言 @ 十 十 Y 十 二 交 
每 个 扬 氏 算 子 将 生成 群 5S; 的 一 个 不 可 约 骨 小。 

定理 一 :对 于 置换 群 5, 而 言 , 必 于 = 的 同 : 配 分 的 所 有 杨 氏 
盘 所 生成 的 不 可 约 表 示 痢 是 等 价 的 :而 属于 不 同 配 分 的 杨 氏 盘 所 
确定 的 不 可 约 表 示 是 不 等 价 的 。 

该 定理 再 次 给 出 5S, 群 不 可 约 表 了 东 与 之 配 分 邮 的 一 一 对 应 
美 系 。 就 是 说 ,x 的 一 个 配 分 不 仅 可 标记 5, 群 的 一 个 共 轿 类 ,也 可 
来 标记 该 群 的 一 组 芋 衫 等 价 的 不 可 约 表示 。 为 明确 起 见 , 以 后 用 配 
分 [的 一 Kao ao 标记 共 轮 类 ,而 以 [9 一 人 加 … 坟 ] 来 标记 光 。 的 
不 可 约 宸 示 DD 路。 设 配 分 最 小 诺 理 想 , 即 群 $: 的 正则 表示 包含 两 
个 2 维 表 示 D9。 其 杨 开 算 子 分 别 为 Y= 二 Y 和 了 ,一 

可 以 证 明 , 对 于 一 般 的 置换 群 S. 其 单位 元 e 可 分 解 为 全 体 廉 
始 兰 等 元 之 和 

扰 fF 
e— 2 2 7 -六 人 - =Yr" 


LAY rml [ 妇 r=l 


《4 3. 5) 


上 式 重新 定义 的 杨 代 算 子 完全 符合 (4. 2. 16) 式 规定 的 原始 称 等 元 
条件 :PP YA 中 一 Y 中 ,而 不 同 的 声 氏 算 子 相 莱 正 交 相 消 。 


$4.4 置换 群 的 不 可 约 表 示 及 其 特征 标 


由 于 痪 换 群 5S, 的 特殊 重要 性 ,人 们 从 不 同 角 度 对 它 进行 了 深 

大 研究 ,给 出 了 求 共 不 可 约 表示 维 数 . 表 示 怎 阵 及 特征 标的 各 种 不 

同方 法 ,既然 我 们 能 将 其 群 代 数 4C5,) 通 过 所 氏 , 算 子 (或 算 等 元 > 

约 化 为 一 系列 在 理想 之 直 和 ,和 官 然 可 以 求 C 轨 共有 /中 个 标准 盘 ， 

出 定理 一 可 知 , 每 个 妹 准 盘 对 应 5. 的 一 个 不 可 约 表 示 , 它 祖 应 的 

饭 氏 算 子 将 牛 成 最 小 左 理 想 。 定 理 二 告诉 我 们 这 f* 个 不 可 约 表 
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未 是 群 5, 的 同 维 等 价 表示 , 即 群 代数 4(5,) 将 包含 产 "个 同 维 最 
小 左 理想 ,也 就 是 说 , 群 5, 的 正则 表示 包含 着 Pa 个 不 可 约 表示 
pm。 有 有限 群 表示 论 告 诉 我 们 ;正则 表示 中 所 包含 木 可 约 表 示 DO 
的 次 数 恰 等 于 该 表示 的 维 数 , 故 配 分 5 轨 对 应 的 标准 盘 数 rm 也 正 
是 该 配 分 对 应 的 不 可 约 表 示 Dam 的 维 数 , 若 以 Do 来 标记 表示 De 
的 矩阵 元 ;以 rs=1 :2 来 标记 配 分 [条 所 相应 的 第 + 或 第 ;s 
个 标准 盘 的 编码 , 则 每 个 标准 盘 对 应 的 杨 氏 算 子 也 可 用 + 二 1,2， 
… /中 来 标记 。 以 群 S; 的 C2,1 配 分 为 例 , 它 对 应 着 打下 和 
革 汪 两 个 如 准 各 , 故 群 代数 4CS5) 包 含 册 个 2 维 最 小 左 理想 , 邯 
群 S, 的 主 则 表示 包含 二 个 2 维 表 示 DeD 。 然而 ,用 这 种 方法 求 特 
征 标 和 表示 维 数 显得 过 于 完 长 和 麻烦 ,在 讨论 经 典 群 的 张 量 表示 
的 约 化 和 表示 基 矢 时 ,可 借助 这 种 方法 。 若 单纯 研究 置换 群 ,可 从 
物理 学 的 实际 应 用 出 发 。 下 面 将 不 加 证 明 地 介绍 几 种 简便 方法 。 


4 一 1 置换 群 的 不 可 约 表 示 维 数 


这 里 介绍 两 种 可 很 快 确定 其 不 可 约 表 示 维 数 的 方法 。 

1* 因 的 配 分 与 群 5, 的 不 可 约 表示 Dm 一 一 对 应 ,$4.3 定 
再 一 曾 推 得 不可 约 表示 D* 的 维 数 Fo 必 等 于 该 配 分 C) 相 应 的 所 
有 标准 盘 数 日 。 对 于 低 阶 置换 群 ,这 种 方法 比较 实用 ,而 且 这 对 十 
以 后 求 其 才 东 抢 隆 和 约 化 经 由 群 的 张 量 表 未 ,以 及 求 不 可 约 表示 
基 矢 都 很 帮助 。 

例如 ,本 分 [2,1 只 有 | 直 2 和 | 汪 3 两 个 标准 盘 , 因 此 S, 于 
的 不 可 约 表示 De 是 2 维 乱 阵 , 即 /< 一 2。 又 如 配 分 [3. 二 存在 
以 下 去 个 标准 盘 
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于 HE i 


因此 5 的 不 可 约 表示 9 的 维 数 站 二 3。 

2” 对 于 高 阶 司 换 群 , 败 标 准 堆 求 /中 不 太 方 使 ,因此 在 只 需求 
表示 维 数 而 不 薄 其 表示 算 阵 时 ,可 直接 用 供 雷 好 (Frame), 便 宾 挝 
CRobinson}y 和 斯 罗 尔 <Thrall} 三 人 给 出 的 计算 公式 (1961 年 ) 

Am 一 了 C4. 4. 1) 


式 中 避 为 配 分 [对 应 的 祈 氏 图 中 第 : 个 方 格 的 “ 钧 长 ”。 所 谓 方 格 
钧 长 是 指 由 该 方 禧 向 在 和 向 下 划 直 线 所 连结 的 方 格 数 目 ( 知 4- 
7) ,作为 例子 ;以 (4.4.1) 式 来 计算 5; 群 和 应 配 分 C4. 2. 1 的 不 可 
约 表 示 维 数 疡 ,该 图 各 方 客 的 钩 长 都 标 在 客 中 (图 4. 2)。 因 此 


| | 
| 6|141211 
下 3 | 1 
1 
图 4.1 图 4.2 
4 了 | 35 


6 4*。2.1*3*1-1 
利用 公式 (4. 4 1) 计 算 5 群 的 不 可 约 表示 维 数 十 分 简便 ,以 
后 称 它 为 钩 长 法 。 
4 一 2 置换 群 的 不 可 约 表 示 
群 5, 的 全 部 不 可 约 表 示 和 矩阵 可 通过 标准 盘 和 原始 短 等 元 对 
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应 的 最 小 左 理 想 的 两 种 方法 来 求 得 。 
既然 配 分 [条 对 应 不 可 约 表 示 D 一 {D 凤 的 维 数 ?等 于 其 
标准 盘 个 数 , 上 故 每 个 标准 蕉 以 5 站 标记 ,E52 标 入 不 可 约 表 示 , 而 + 
二 1,2,… sf 代表 杨 氏 图 编码 ( 深 序 任意 },s 是 9, 的 任意 群 元 。 
对 应 的 表示 短 阵 马 包 是 个 中 维 的 方 阵 , 其 短 阵 元 为 DOCo) ,r,s 
一 1 ,2 FT 
由 于 5, 的 任何 群 苑 都 可 表 为 对 摘 积 形式 ,而 任意 两 个 数码 的 
对 摘 妈 可 写 为 相 邻 两 数码 的 对 换 积 , 故 5, 的 每 个 群 元 都 可 写成 一 
组 相 邻 数码 惰 一 1 有 ?的 对 换 积 。 兵 要 晓得 全 体 相 邻 数 对 换 的 骨 示 
短 涟 六 op, 则 可 求 得 所 有 群 元 的 表示 和 矩阵 D 吕 。 例 如 
C12) 23) (12)=(12)(213)=(12)(0132)=(13) 
(12) C23) (34) (23)(12) = (12) (234) (23)(12)= (14) 
可 风 , 只 要 求 得 对 换 (12), (23) 和 和 (34) 等 的 表示 和 矩阵, 闭 末 群 元 
《13) 利 (4) 等 的 表示 算 涟 也 可 求 得 ,从而 就 确定 了 5, 的 一 个 表 
未 。 群 5, 的 不 可 约 表 示 Dp" 中 ,其 相 邻 数码 上 一 1 和 下 对 换 的 表示 
冠 阵 元 DD 中 一 1,) 由 以 下 规则 求 得 : 
站 5 (一 1 一 当 一 和 下定 Sm 同行 内 
万 由 (一 Ts 一 1, 当 有 一 1 和 二 在 .55 同 列 内 
(4. 4, 2a) 
当 数 码 * 一 1 和 天 不 在 标准 盘 85 的 间 行 或 同 列 内 而 ,5 外 是 经 改 
一 1 此) 对 换 后 而 得 到 的 另 一 标准 盘 , 则 其 志 示 矩阵 元 为 ， 
DE ( 才 一] 下) 一 一 帮 慧生 (下 一 1 下) 一 站 名 (下 一 ] 下) 
一 VI 《4. 4. 2b) 
DD 由 (一 1 1 友 ) 二 p ,DD 结 ( 一 1 二 ) 一 0( 其 它 汗 血 元 》 
上 式 中 的 ' 称 之 标准 盘 S; 中 数字 一 1 与 的 轴 间 给 , 即 在 S* 
中 基站 一 1 到 角 ,向 左 或 向 下 过 一 个 方 柑 为 二 1, 向 右 或 疝 上 过 … 个 
方略 为 一 1, 其 代数 币 称 之 一 1 到 在 的 币 间 年。 例如 ,对 于 标准 盘 
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32 ,2 到 3 的 第 间 短 p51 二 2 而 3 到 2 的 pw! 二 一 2,1 到 2 的 


Pi! —1。 
利用 公式 (4.4. 2} 可 方便 地 求 册 5; 群 的 所 有 不 等 价 不 可 药 表 
示 。 例 如 ,对 于 群 $; 的 不 可 约 表示 DDD, 它 上 只 有 一 个 标准 盘 


11213] , 故 DD" 是 1 维 表 示 。 而 对 换 (12) 和 C23) 的 表示 短 阵 为 


D 员 一 1,D 咏 一 1。 显 然 ,这 是 5; 的 恒 等 表 示 。 而 在 不 可 约 表示 


: [1 县 
Da 中 ,也 只 有 一 个 标 玲 盘 2 引 ,127 和 (23)? 相 应 的 表示 和 矩阵 
3 


为 万 归 一 一 1,D 和 一 一 1, 这 是 5, 群 的 1 维 完全 反对 称 表示 。 对 于 
表示 De , 它 有 两 个 标 蕉 盘 且 | 和 BE ,出 公式 (4.4.2) 可 得 
群 元 人 12? 和 (23) 对 应 的 表示 罕 阵 为 


_1i 3 
1 0 2 2 
pgP=(” _,) Dig?= 
?一 V3 1 
2 2 


根据 以 上 的 表示 矩阵 ,就 可 求 出 群 5; 的 三 个 不 等 价 不 可 约 表 
示 ;: 以 表 4.2 所 示 。 
表 业 2 置换 群 的 不 可 约 表 示 


我 们 还 可 以 通过 景 小 无 理想 来 求 5, 群 不 可 约 表 示 , 已 知 每 个 
场 氏 算 子 是 群 代数 A405,) 的 原始 宕 等 元 ,因此 它 可 生成 最 小 诺 理 
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想 , 从 而 可 求 得 该 述 的 一 个 不 可 约 表 示 。 具 体 作法 是 ,对 应 nn 的 -- 
个 配 分 [ 科 , 昌 想 求 对 应 的 表 上 人 DP 中 ,可 先 由 公式 (4. 4.1) 求 其 表示 
维 数 A , 盏 根据 配 分 [加 对 应 的 蘑 个 标准 盘 写 出 菇 杨 氏 算 子 y。 
本 应 用 所 有 和 群 匹 左 乘 y“, 求 得 相应 的 左 旦 想 , 但 由 于 此 左 理想 维 
数 A 已 知 ,因此 ,只要 5. 的 某 些 群 元 左 乘 多" 后 能 从 中 选取 产 ” 
个 线性 独立 的 A(5,) 元 素 ,并 以 它们 作为 最 小 左 理 想 的 基 矢 集合 ， 
有 了 这 .六 个 不 变 空间 的 基 矢 ,再 让 符 个 群 元 对 这 组 基 矢 作用 ,就 
可 求 得 相应 的 表示 筷 阵 . 

实际 上 ,(4.2. 20) 式 给 出 的 恒 等 表示 DP" 和 完全 反对 称 表 示 
DD 就 是 天 的 这 种 方法 。 下 面 再 以 此 方法 求 5; 的 不 可 约 表 示 


De.p。 若 取 配 分 [2,1 对 应 的 标准 盘 为 , 则 其 杨 氏 算 子 为 
Jy 二 2 十 (12) 一 (13) 一 123) 以 群 元 (12) 左 续 y 得 
(12)y=et (12)— (23)—(]32) 

显然 ,y 和 (12)y 是 线性 独立 的 。 又 因 六 ?一 2, 故 它们 可 作为 A 

《Si 的 最 小 左 理想 的 基 插 。 令 
y=B, (12)y= 5, 

则 有 
(13)®B=—®$, (13) 国 ,一 一 瑟 十 名 

根据 基 和 拓 线 性 变换 关系 立即 可 推 得 群 元 (13) 的 表示 卸 阵 


一 1 一 1] 
D's: =-( ) 
137) 0 1 


通过 类 似 计 算 可 得 到 其 它 群 元 的 表示 矩阵: 


- 1 0 0 1 
pis°=( | D211 -( ) 
te 人 0 1 P22) 1 0 


0 一 ! 一 1 
pei,=( DR ] | C4, 4. 3) 
: 0 1 
DB _)) 
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显然 ,这 时 给 出 的 2 维 表 示 局 与 表示 业 2 的 不 同 ,但 这 两 


者 足 完 全 等 价 的 。 震 取 非 厅 并 年 陈 只 ， "3 ] 和 和 x- 一 二 
站 1 1 ] 

1 -三 | 对 C4, 4. 3) 式 作 相似 变换 ,就 可 得 到 表 4. 2 中 的 
/5 /3 

站 CD 表示 。 


设 r 为 配 分 [ 妇 对 应 的 杨 氏 表 , 若 将 其 行 方 格 与 殉 方 格 对 换 ， 
就 得 到 一 个 新 配 分 [ 妆 杨 氏 图 , 则 称 [ 妇 对 应 的 表示 DY 为 Dr 的 
伴随 表示 ,其 相应 的 声 氏 盘 rz 是 r 的 转 寺 和 基 。 如 果 r 与 = 有 相同 的 
配 分 , 则 称 该 表示 为 自 伴随 表示 。 根 据 配 分 [2 所 相应 的 标准 招数 
目 等 于 表示 De 的 维 数 ,不 难 推断 其 中 伴随 表示 维 数 站 一 中。 


例如 和 是 互 为 转 置 盘 , 故 Pr 中 和 DM 瑟 为 5， 
3 


1|2 
奉 的 两 个 3 维 伴随 表示 ;虽然 皮下 和 国 下 互 为 转 置 盘 , 但 它 全 


配 分 前 是 [2,i, 故 D*? 是 5, 群 的 2 维 自 伴随 表示 。 
4 一 3 置换 群 不 可 约 表示 的 特征 标 


世 5。 群 的 各 个 不 可 约 表 未 和 扼 阵 ,自然 可 求 得 相应 特征 标 。 然 
而 ,在 用 群 沦 研究 物理 问题 时 往往 并 不 需要 知道 表示 和 矩阵 ,只 需要 
其 特征 和 标 。 为 此 ,下 而 介绍 求 5. 群 不 可 约 表 示 DD 中 的 特征 标 X 吧 
的 两 种 方法 。 

1” 杨 氏 算 子 法 

因 的 每 个 配 分 [对 永 5; 的 一 个 不 可 约 表 示 De ,其 中 革 
个 标准 盘 的 杨 氏 算 子 y? 哺 具有 和 群 代数 4(0s) 的 原始 震 等 元 性 质 , 故 
证 它 可 生成 一 个 不 变 子 空间 . 苦 以 配 分 [o] 一 [oas…o] 标 记 开 斩 
类 , 令 记 员 为 算 子 ?中 出 现 Co] 类 群 元 之 前 的 系数 代数 和 ,ro 为 
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5. 由 [Co 类 群 拒 个 数 ( 燃 阶 数 ), 则 该 表示 中 [四 9 类群 元 的 特征 杯 可 


由 (4.4.4) 式 给 出 ，。 

fF 
a 
其 中 ,表示 维 数 FF* 浠 可 由 配 分 [0 的 标准 盘 个 数 或 (4. 4.1) 式 求 
得 ,也 可 由 {4.4.5) 式 直接 求 得 


(4. 4. 5) 
-| ?fg tay ” 


【aa 
例 1 求 5, 群 不 可 约 表示 De 的 各 类 苑 素 的 特征 标 。 
它 的 标准 各 可 有 取 ,对 应 的 杨 氏 算 子 为 


Ye 一 (人 137》 十 《127 一 (123) 
由 此 可 确定 


Cell [2 19 21 
heBp=1,hE d=0,RkE "= —1 


车 二 C44. 4. 4) 


(4. 4. 人》 
0 一 ] gov=3 kw=2 


将 (4. 4. 60 息 代入 4. 4 5) 和 (4.4.4) 式 ,立即 得 到 FY? 了 =2, 访 ?7 
的 各 类 元 素 特 征 标 为 
=2,XEB=0,XG =1 
例 2 求 $, 群 Dp” 天 示 的 特征 标 


若 取 标 准 盘 为 , 则 其 杨 氏 算 子 为 


yO =e (C12) 十 (13) 十 (23) 一 《14) 一 《14) (23) 十 (123) 十 
{132)— C124)— (134)— +1234)— (1324) 


Ac 一 1， hy =2， ho 一 一 1l, 
AhBd =0, A = —2. (C4. 4. 7a) 
Ed 一 T， Se) 一 6， Bt 一 3， 
ED 一 有 gw 6. 《4. 4. 7b) 


将 (4.4.7? 式 代入 (4 4. 4) 和 (4. 4. 5) 式 得 到 ?了 一 3, 其 各 类 元 素 
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特征 标 为 


X=3 XA, = 1 A - 1— XX B=0 
表 4.3 9S, 的 特征 妹 表 


不 难看 出 ,S。 群 的 类 个 互 为 伴随 表示 DPD 和 D5 中 ,其 偶 宇 称 
的 共 斩 类 (中 的 特征 标 天 六 一 X 侣 , 奇 字 称 的 共生 类 (有 的 特征 标 
发 访 一 一 各 名; 而 其 自 伴随 表示 中 ,所 有 奇 宇 称 的 共生 类 的 特征 标 
恒 为 零 。 

2” 阶梯 法 

所 谓 杨 氏 图 的 “ 阶 习 ?” 
是 由 该 杨 开 图 右 下 方 的 边 
缘 带 上 的 所 有 方 格 组 成 ， 
如 图 4. 3 中 阴影 部 分 所 
示 , 由 阶梯 法 求 5, 群 不 可 
约 表 示 特 征 标 有 多 种 形 
式 , 这 自 只 介绍 砌 阶 榜 和 
填充 两 种 形式 ,最 后 由 里 
特 乌 德 (Littlewood) 定 理 
上 直接 给 出 表示 DD" 的 共 锯 
类 ( 心 的 桂 征 标 居间 为 4,3 杨 民 图 的 阶梯 
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8 一 这 <， d= 二 土 1 {4. 4. 8) 
配 分 (a) 一 (aw,…6,) 既 是 共 罗 类 的 标记 ,又 代表 标 有 同 数码 的 
连续 方 格 数 分 别 为 mm,eo，,… ,es 个 。 求 和 号 之 , 是 对 下 述 约定 的 各 
种 可 能 方式 求 和 。 即 由 标 “1" 的 w 个 连续 方 客 , 依 次 再 加 上 请“2” 
的 os 个 连续 方 格 …, 一 直 加 到 由 “m” 标 码 的 wo 个 连续 方 格 , 最 后 
到 配 分 [和 ) 对 应 的 方 格 图 。 但 在 依次 彻 加 连续 方 格 过 程 的 每 一 步 ， 
都 要 确保 上 一 行 方 格 不 少 于 其 下 一 行 方 格 数 , 自 每 步 弄 加 的 a 个 
连续 方 格 只 能 是 图 4. 3 所 示 的 阶 榜 形 的 -~ 部 分 。d 的 正 负 号 取决 
于 每 次 相 加 的 连续 格子 的 “ 竖 距 "( 即 此 数码 所 占 的 行 数 减 1) 之 代 
数 和 。 
例 1 以 现 阶 梯 法 求 Xi: 中。 
旦 部 分 阶梯 形状 的 4 个 标 “1” 连 续 格子 ,2 个 标 “2" 和 2 个 标 
“3 "连续 本子 从 本 成 4， 2] 方 格 图 ,只 有 以 下 4 种 方式 , 即 ;一 1,2， 


=) t=], d={—1)™m=~—1 
ds=(— Dl, 帮 一 (一 Do 一 1 
由 (4.4.8) 式 得 
Xi 鸣 一 一 1 一 1 十 1 士 1 一 0 
例 2 求 天 Ba 。 
仿 兰 有 标 “1” 的 2 个 方 格 , 标 *2” 和 “3” 芍 各 1 个 方 格 , 则 按 约 
定 堆 卉 为 号 分 [3,12] 的 杨 氏 图 将 有 以 下 三 种 方式 : 


+ + 


er 一 
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d= 1 = 1 
Xi 一 
这 里 值得 注意 的 是 以 这 种 方式 求 特征 际 与 连续 典 子 的 编码 次 
硒 无关, 如果 次 序 选 取 恰 当 , 将 会 减少 所 允许 的 堆砌 方式 .。 落 将 上 
例 的 方 格 编 码 次 序 上 改 为 标 码 "1”, 2" 和 ?3 的 方 格 数 分 别 是 1 个 ,2 


个 和 1 个 , 则 只 有 -- 种 允许 的 方式 为 24 , 政 有 XX 


二 《一 1)*%*9 一 1, 结 果 相 同 。 如 果 漫 有 任何 允许 方式 堆 耐 成 杨 氏 
图 [9, 则 该 类 群 元 在 表示 D 中 的 特征 标 为 零 。 

昌 然 彻 附 梯 法 比较 简单 ,但 对 较 算 杂 的 配 分 很 难 判 断 是 否 完 
备 . 在 此 基础 土 又 上 产生 了 正规 填充 形式 。 欲 计算 特征 标 * 忠 ,可 先 
划 出 [和 的 方 褚 图 ,然后 依次 用 * 正 规 ”" 读 充 法 糙 am 个 le 个 2 
au 个 mm 分别 于 入 每 个 方 格 中 ,车 类 (9) 二 (aae…an) 包 含 mn 个 脱 
位 循环 ,就 要 经 过 mx 次 正规 填充 填 完 杨 氏 图 [WD ,从 而 得 到 以 生 ? 编 
码 的 一 个 介 许 图 ,并 依照 (4. 4. 8) 式 确定 a, 和 特征 标 。 所 谓 正规 填 
充 法 的 规则 是 ， 

1” 填 入 相同 数码 的 每 组 连续 方 格 都 必须 是 阶梯 形 的 -- 部 分 。 

2” 由 杨 氏 国 葛 任 一 方 格 向 有 或 向 下 看 ,已 填 人 的 数字 必须 是 
不 递减 。 

3” 在 填 人 数字 过 程 揭 每 一 步 要 确保 已 填 数 字 的 方 格 能 呈 杨 
氏 图 形式 5( 即 上 行 方 梅 数 不 少 于 下 行 方 格 数 )。 

合理 选取 (a) 类 中 因子 w 的 次 序 , 可 减少 正规 填充 的 允许 图 ， 
通常 优先 考虑 循环 长 度 短 的 mw 先 填充 。 

例 3 求生 量 。 

先 划 出 杨 氏 图 5C8,2, 显 然 无 法 将 5 个 数码 1” 和 5 个 “2” 正 规 
填 到 杨 氏 图 中 , 故 其 特征 标 为 零 。 

例 4 求 81i。 
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112131212[213]3[3[3[I3[3[313131313]3]3]3} 
2 
2 


这 是 个 比较 复杂 的 乙 氏 图 ,但 取 填 充 次 序 为 1 个 “1",8 个 “2” 
和 14 个 “3", 只 有 一 种 正规 填充 方式 , 故 式 加 和 1。 如 果 改 变 编 
人 识 序 , 也 将 会 得 到 相同 结果 。 


$4.5 置换 群 表示 的 外 积 及 其 约 化 


设 4 和 有 BB 分 别 为 群 G 的 4 维和 wm 锥 不 而 约 表示 ,; 则 4 与 B 
的 直 积 是 G 的 nn*:*m 维 表 示 ,一般 说 来 这 个 坦 积 表 东 是 可 约 的 ,可 
约 化 为 一 组 不 可 约 表 示 的 直 和 ,通常 称 这 种 约 化 为 克 药 布 西 
高 登 (Clebsch 一 Gordon1 级 数 。 

圩 $, 是 撒 述 = 个 客体 系统 的 置换 对 称 性 , 它 的 两 个 不 可 约 胡 
示 的 直 积 仍 是 8, 的 表示 。 为 了 区 分 下 寞 引入 的 置换 群 不 可 约 表 示 
“处 积 " 的 概念 ,通常 称 5, 群 这 种 相 积 为 * 肉 积 ”, 仍 以 多 标记 。 这 
种 内 积 的 约 化 可 道 过 第 二 章 的 特征 标 法 直接 给 出 克 菜 布丁 
登 级 数 。 例 如 

S31 C2,116002,11= C3)B2.,1IBUI) 

5.: C31IC6002= [3,1)BC2 ,1 

Ss [3,17I6003,1"]= [05IPL4,1IB2 [3,2 
[3,17IB2 。 [2,1)B[L2,11DBU1) 

在 过 论 置换 群 的 外 积 之 前 , 先 考 虑 分 别 包 含 &. 和 ni 个 爹 辐 
粒子 的 两 个 孤立 物理 系统 .只 要 两 个 子 系统 间 不 存在 相 开 作用 ,出 
总 系统 的 置换 对 称 性 将 由 直 积 群 5, 695。 来 描写 。x 个 粒子 所 处 
芍 状 态 决定 于 3。 群 的 不 可 约 表 示 ,而 n; 个 粒子 的 状态 决定 于 3。 
的 不 可 约 表 示 。 例 如 , 当 一 ns 一 3 时 , 若 两 个 子 系统 状态 都 对 应 


故 示 [2,13, 则 系统 1 的 3 个 粒子 处 于 .… 重 简 并 态 和 
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本 
1 


3 ,系统 2 的 3 个 粒子 处 于 二 重 简 并 态 [和 ERE 
积 表 示 将 是 直 积 群 5;@5s 的 不 可 约 表 未 。 然 而 , 当 俩 个 子 系统 问 
有 相 王 作用 时 ,这 十 zz 个 全 同 粒子 总 系统 将 具有 5S, .置换 对 
称 性 ,两 个 子 系 统 间 笠 子 可 交换 。 我 们 感 兴趣 是 该 总 系统 将 具有 
S14 群 的 哪些 不 可 约 表 示 。 这 种 由 S.。 和 S。 不 可 约 表 示 来 探讨 
S$。 ,% 群 的 不 可 约 表示 的 男 外 一 种 葬 积 表 东 称 之 置换 群 的 外 积 或 


扩大 积 , 以 X 米 标记 。 我 们 这 里 将 直接 给 置换 群 外 积 约 化 的 一 般 
规则 , 它 对 下 面 研 讨 线性 群 的 张 量 表示 约 化 是 很 有 帮助 的 。 以 不 可 
约 表示 53,1) 和 和 [2,1 外 积 为 例 来 说 明 约 化 的 步 又 和 规则 ， 

1 夯 出 置换 群 两 个 表示 对 应 的 方 格 图 (最 好 以 较 简单 的 方 楼 
图 作为 “ 乘 数 ”, 此 时 为 HD x 一 ,分 别 为 5; 的 3 维和 5S， 
的 2 维 表示 。 

2° 在 “ 乘 数 " 方 格 图 中 ,第 一 行内 每 个 方 阁 全 标 “a”, 第 二 行 的 
方 格 全 标 “B"…， . 

3° 将 标 字母 <a? 的 方 格 撒 到 “被 乘 数 " 方 格 图 上 ,从 而 可 得 到 
新 的 杨 氏 图 。 在 搬 动 方 格 时 , 同 列 内 标 字 母 “a* 的 方 格 最 多 出 现 一 
次 , 按 此 规定 做 出 所 有 可 能 的 新 声 氏 图 ,此 时 的 结果 将 是 


上 [ lals Fe 站 


bat 


4” 然 后 青 搬 标 字 母 “5” 的 方 可 ,这 时 不 仅 要 满 吓 第 3 条 规定 ， 

且 从 每 个 新 得 到 的 杨 开 图 中 从 右 到 左 和 从 上 到 下 数字 母 5 出现 的 

次 数 不 能 超过 字母 a 出现 的 次 数 。 以 后 再 类 似 地 按 第 3 和 4 条规 
148 


二 所 “oe” 方 榈 dA” 刘 科 … 这样 得 到 的 每 个 入 十 nz 个 方 翌 的 新 
罗 各 对 应 8 .。 搓 的 一 个 不 可 约 表 示 。 不 难看 出 ,此 例 将 有 以 下 9 
个 声 兵 图 ,也 恩 是 说 这 两 个 去 未 的 外 由 包含 闸 5S; 群 的 9 个 不 可 的 
此 并 : 


| | jala [aal rT Tal 

| i | ulp 
是 

| [a | ip 12 

ja 国 相 吕 
| En | 

器 

王国 最 -LT 


ale| ae 
pb 要 | 在 


荐 以 配 分 形式 ,以 J 结果 可 简化 为 
C3,1]X C2.1)=05.2) 人 P,P D2 "C4,2,1) 
PU,1IDL3 1B ,2 Pr,2,1") 

设 PS 各 DD 分 别 基 置换 群 38。 和 5S, 的 两 个 不 可 的 表示 ,其 
表示 维 数 分 别 是 和 产 2。 每 站 (十 m) 个 全 同 粒子 选 荫 得 个 
放 入 系统 1, 剩 下 的 n; 个 粒子 放 入 系统 2, 就 有 六 ，F 产 六 个 范 末 
数 来 描述 它们 所 处 的 状态 ,而 考虑 到 全 体 粒 子 可 交换 之 后 ,就 有 
Ka 十 ta)1 Vm 2 种 方式 这 些 粒 子 分 别 放 到 两 个 子 系统 中 , 夏 
D95 与 Do 的 外 积 表示 将 有 Fn -oo 2 人 个 基 画 数 。 其 约 


PT 1 
化 后 所 包含 s。-。 群 的 等 个 不 可 约 表 示 的 维 数 7 实证 田 (4. 4.1) 式 
给 册 ,本 过 基 图 数 的 个 数 应 相等 , 故 有 
1 cs Cn ny)! 一 人 》， 1 了 
A OO < fF (4.5.1) 


nl! 2 


喷 质 人 群 赤 示 的 外 积 姑 化 可 上 由 公式 人. 5.2) 表 达 
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Dn x De = 2 ap" 《4- 5. 2) 
以 上 上 沿 式 对 卫 分 [加 求 和 是 措 符 合 图 形 搬 动 规则 的 所 有 杨 氏 图 的 
配 分 .其 每 个 部 对 应 寿 S54 的 一 个 不 可 约 表 示 , 而 dc 是 相同 本 
分 [的 重复 庶 。 
(4 5 1 起 可 初步 验证 外 积 约 化 的 结果 是 否 正 确 . 出 此 可 直接 
将 首 换 符 赤 示 的 外 积 以 维 数 表示 出 来 .例如 ,于 面 讨 论 的 外 积 约 化 
可 简单 写 为 
3X 2 二 14 中 15 中 14 外 35 中 35 由 20 
DADADIS 
例 2 求 置换 群 不 可 约 表 示 D"™"* 白 身 的 外 积 约 屁 。 
根据 以 上 约 化 规则 可 立即 得 到 结 直 果 : 
[2,1X[21 一 [4 ,2 四 [1 四 (3 全 2 .53,2，1 
PE3,]DI2 IDL2 15 
或 者 “2X 2 一 9 由 10 由 5 四 2 * 16 由 10 中 5 中 9 
不 难 验 证 等 式 两 边 邦 有 80 个 基 范 数 。 


$4.6 线性 群 的 张 量 表示 及 其 约 化 


6 一 1 ”线性 群 的 高 秩 张 量 表示 


在 $4 1 中 和 曾 从 CCN:C) 群 日 然 表 示 空 间 Yx 的 六 个 基 矢 
{2,) 变换 出 发 定义 了 该 群 的 KK 秩 张 量 表 示 , 所 谓 下 秩 张 量 企 则 
是 Yx 的 玉 重 在 积 空间 Yi 的 元 案 。 这 里 

TS 的 T、 
一 一 


一 iTV C4. G. 1} 
若 设 介 二 (is (D) 二 (Ci 网上 式 求 和 寻 之 /代表 对 每 
个 东 和 人 一 12 和 布 i=l,2 kK 
在 CELLN CO 的 任意 群 算 符 4ACa)== [Caw] 作 用 下 ;车 Vx 的 起 
秋 线 性 变换 为 _ 
=A) = Daye jl N. C4. 6. 24) 
则 Vv 中 任意 元 素 (N 维 矢 直 )X= 之 me, 将 变 为 一 个 新 矢 蜡 X 。 
KACOX= Zr Al 
= Dar) Xe 
由 此 式 可 看 出 ,这 个 新 矢量 的 es 上 的 分 后 E; 与 原 和 拓 量 站 的 分 呈 
满足 关系 | 
4 Zanz, C4. 6. 26) 
对 于 Vw 的 二 重 直 积 空间 VR , 则 有 所 谓 的 N? 个 2 秩 张 量 共 TV， 
C7 二 L120 N)。 在 Vw 按 (4. 6.2a}) 挛 换 时 ,它们 将 按 下 式 变 换 
Vi,= ACa)V,,= 信之 ,euaoVu C4. 6. 3) 
而 VR: 中 的 任 一 元 素 ZC 好 般 线 性 群 的 2 秩 张 盟 ) 可 表 为 
了 一 ST, 
在 (4. 6. 2a) 式 所 示 的 线性 变换 下 ,工区 变 为 -- 个 新 的 2 铁 张 量 
7" ,其 分 量 关 系 为 
2 一 > Ta 
二 时 
了 Daranl, 
显然 , 姓 CLCNC) 的 -- 秩 张 最 ( 即 尔 晤 ) 镍 狼 荆 故 示 DCG) 变 
换 , 共 小玉 空间 次 Ps 而 该 群 的 2 秩 张 最 控 矢量 表示 自身 的 直 积 
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表 上 天 DO) 全 PIG 在 搞 , 对 应 揭 表 上 天 空间 为 了 宇 。 若 将 以 上 作法 推 
广 到 LCN ,CY) 搓 的 下 秩 张 基 表 示 了 ,此 人 个 分 量 的 灾 换 关系 


为 | 
了 i ia yd (4. 8,3) 


由 诺 的 NN* 个 下 秩 张 量 寺 到 ,i 芍 变换 规 律 为 

Ps 一 2 2 Sha, (4. 6.6) 
上 式 可 纳 写 为 
了 一 ea 
一 了 
由 上 而 讨论 可 看 出 ,GLCN,C) 群 的 KK 秩 张 量 是 按 其 矢量 表 
示 DG) 自身 的 天 重出 各 表示 ( 即 扩 秩 张 量 表示 ) 变 换 , 虽然 矢量 
长 示 不 可 约 ,但 其 直 积 表示 一 和 股 可 约 , 也 就 是 说 这 个 N* 维 的 张 重 
表示 空间 VR 是 个 可 约定 间 。 下 面 将 借助 于 置换 群 Sx 的 杨 氏 图 
方法 把 它们 约 化 汶 -- 系 列 不 变 子 空间 ,或 等 价 于 将 GLCN,C) 群 
矢量 表示 的 六 重 直 俱 表示 约 化 为 该 群 不 可 约 表示 的 C 一 C 级 数 。 
因 比 , 约 化 群 GLCN .CY 的 必 秩 张 量 表示 为 不 可 约 张 其 表示 ,就 等 
辐 开 把 相应 的 站 重 直 积 空 间 VR* 约 化 为 不 可 约 的 张 量 空间 ,这 也 

等 闻 于 把 下 秩 可 约 张 措 约 化 成 -系列 不 站 约 旧 其 。 


6 一 2 ” 置 搞 对 张 对 的 作用 
设 荆 为 VR* 中 的 任 … 关 附 张 最 


《44. 6.7) 


> 2 Ct. 6. 8) 
若 从 置换 和 群 Sx 中 任 取 个 吕 换 jE 素 o 
“一 |: 四 7 (4. 6.9) 
1 2 -.. | 


在 a 星 换 下 ,数码 iroti) = 二 如 果 我 们 把 群 元 o 对 张 其 并 作用， 
规定 为 只 置换 (4. 6. 8) 式 中 分 量 ,i 的 角 标 上 ,而 不 作用 在 张 
堪 基 的 角 慰 上 ,这 样 就 个人 了 


T= Zor, 
-5. 2 LT C4. 6. 10) 
因此 和 置 所 群 元 对 号 是 分 是 的 作用 定义 轴 
oT i = Te (4 6.11) 


一 起 说 来 , 包 换 之 后 的 新 张 居 7 与 原 张 量 是 不 同 的 。 如 果 让 o 同 
秆 也 对 张 晴 基 的 角 标 作用 ,由 于 对 唾 指 标 求 和 与 其 记号 无 英 , 故 置 
换 之 后 仍 是 原 张 量 。 例 如 ,二 是 GLC2,C} 群 的 3 秩 张 重 

T=Vnt2Vnit dVYzant 3V dV os 二 53Y 22 
让 置换 c 一 .23 对 二 作用 , 按 定 广 式 (4611) 则 有 

一 三 了 

由 轩 所 后 的 名 张 量 为 

TO VV Vi 4V nsT 2V a 
显然 ,Taaa 汉 全， 


6 一 3 置换 和 线性 变换 的 可 易 性 


设 了 为 CZLCNC) 群 的 玉 秩 张 量 , 由 54. 6.5) 式 给 出 其 分 县 
fo 的 线性 变换 。 当 算 换 群 Sx 的 元 素 5 对 该 式 的 线性 变换 系数 
eneonea 中 的 两 组 角 标 如 ?有 (7 同时 作用 时 ,只 能 改变 湾 六 
个 因子 的 前 后 次 序 ,而 数值 不 变 , 即 


din a ps Cd,.6. 1202) 
或 缩写 为 
a = By, C4. 6. 125) 


通常 称 之 为 张 基 线性 变换 系数 的 双 对 称 性 ,例如 ,考虑 2 秩 张 于 的 
其 个 线性 变换 系数 andazs 这 相 当 于 站 1 一- ls 一 3:rz 一 3,7 一 2。 当 如 
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一 C12) 同 时 对 禺 组 凰 标 和 作用 后 ,= 二 3, 扩 二 js 二 2, 记 二 有 二 11 充 
一 广 一 3， 上 设 有 arass 一 Gasedts 一 ansctsz。 
恨 据 炙 元 对 天 禾 张 量 作用 的 定 多 式 (4. 6. 11 和 其 线性 宏 换 
系数 的 类 对 称 性 , 咱 挫 得 下 面 的 重要 定理 。 
定理 ;对 张 革 了 ET 党 作 几 的 任何 演 换 oc€ Sx, 可 与 该 张 嗓 的 
线性 变换 算 子 4 尘 相 对 易 。 以 符号 代表 则 为 
Ga (4. 6.13) 
这 里 的 ”代表 张 盟 分 基 的 线性 变换 , 即 
了 一 To 一 人 1 人 1 之 aa ra 


证 明 。 由 于 (4. 6. 44) 武 中 求 和 指 标记 一 (PP … 闫 ) 是 王 指 
标 , 帮 可 将 它 改 为 (DC 启 加)， 则 有 
人 a 
当 轨 换 Es Sk 对 上 式 两 边 作 用 时 ， 可 得 
> 


和 上 式 可 改写 为 
oT, = aj a ee 《4. 6,. 14) 


Rn 1 dd 


而 Ti 一 01,4, 而 且 , 当 对 (FT7 站) 求 和 时 ,其 每 个 指称 都 
将 从 1 跑 到 N 的 所 有 可 能 的 N 个 上 自然数 排列 ,自然 (六 
也 将 跑 遍 这 N 个 自然 数 的 所 有 排列 ,只 是 先后 次 序 不 同 , 故 (4. 6. 
有 ;最 后 得 到 

i 一 之 之 ‘20, rain (oT nn) (C4. 6.15) 
其 纳 写 形 式 即 为 该 定理 C4 6. 13? 式 。 既 然 sx 铬 的 任意 署 换 都 与 
线性 变换 算 子 4 局 对 易 , 当然 其 群 代数 4054) 的 任何 元 素 5 一 
之 bo 也 同 算 子 4 器 可 交换 。 
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6 一 4” 张 量 空间 的 约 化 


给 定 咒 换 群 5; 的 一 个 番 氏 失 ; 谣 有 对 应 的 杨 代 算 子 yE 有 4 
C5), 区 册 定理 式 (4. 6. 13) 知 ,y 与 张 晤 空间 VR 的 线性 变换 算 子 
4 可 对 易 。 因 为 子 空间 yVY 从 CYR 满 由 

ABtCyV RA) yADIV RC YVR C4.6.16) 
可 见 yV 是 GLCN ,OO) 群 的 一 个 不 变 子 空间 ,该 子 空间 内 的 元 素 
则 称 之 不 可 约 到 秩 张 量 。 显 然 , 这 些 不 变 子 室 闻 或 不 可 约 张 量具 
有 杨 氏 算 子 y 相 庶 的 兰 标 置换 对 称 性 。 若 y 的 杨 氏 图 配 分 为 [四 一 
Cs Ar 可 令 3T7 蝇 一 站 风 天 ,并 可 用 和 相应 的 任 -…… 个 标准 盘 来 
标记 这 种 对 称 类 型 的 不 可 约 张 旦 .例如 ,十 面 的 标准 县 就 代表 一 个 
对 称 型 为 [5,3, 人 的 10 秩 不 可 约 张 量 。 


这 种 张 量 的 分 量 又 常常 简写 为 
本 (4.6.17) 
我 们 所 以 要 使 这 天 个 角 标 放 入 杨 氏 图 呈 标 准 盘 形式 ,是 因为 每 个 
角 奈 i 的 取 值 范围 部 是 由 1 到 NN, 只 有 这 种 规定 才 可 避免 不 必要 
的 分 量 重复 。 例 如 ,二 人 阶 对 称 张 量 种 是 完全 一 祥 的 ， 
其 分 量 都 是 MM = (Ce 十 (12))3， 一 工 十 TT,,。 

由 于 张 量 前 标 产 只 在 1 到 六 范围 内 取 值 ,如 果 杨 氏 图 的 行 数 
全 交 , 则 在 第 一 列 方 客 中 至 少 有 一 对 数码 相同 ,这 将 固 同 列 指标 的 
反对 称 化 而 使 之 这 种 张 呈 的 所 有 分 量 恒 为 零 。 也 就 旺 说 行 数 汪 入 
的 对 称 型 不 可 约 张 最 是 不 存 夺 的 。 不 难 验 让 , 子 空间 从 中 购 元 
素 { 则 一 种 不 可 约 KK 秩 张 最 ) 是 GLCN CD? 群 二 不 变 的 。 例如 ,标准 
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式 加 代表 完全 反对 称 2 秩 张 基 , 它 是 子 空间 VvW? 中 的 元 素 ,其 


分 量 为 MM 一 Ce 一 (122)7,,, 一 ,一 145,,。 在 该 群 作用 下 按 定义 
式 (4.6.5) 人 站 为 
“2 dd sa ns dr 了 


[Ed 
-De ri Ti Tn? 
-a ii， EyV R= VE? 


不 同 的 标准 盘 对 应 不 同 的 Sx 群 之 杨 氏 算 子 ,它们 都 是 原始 
和 等 元 。 根 据 (4. 2. 16) 式 ,不 难 证 明 , 由 这 些 杨 氏 算 子 作用 而 得 到 
的 不 变 子 空间 是 正 交 的 ,或 者 说 这 些 不 同 子 空间 中 的 不 可 约 六 秩 
张 量 是 线性 无 美的 。 因 此 ,我 们 可 利用 Sx 群 的 杨 氏 算 子 完备 集 来 
将 张 量 空间 VV 分 约 化 为 一 组 相互 正 交 的 不 变 子 空间 ,或 等 价 地 将 
一 个 -… 般 性 六 秩 张 量 约 化 为 一 组 具有 特定 对 称 性 的 各 自 独 立 的 
到 秩 张 量 , 其 具体 步骤 如 下 ， 

1" 画 出 整数 天 的 各 种 可 能 瑟 分 C0 的 杨 氏 图 ,其 行 数 才 N; 

2” 将 KK 个 角 标 局 ,i2,…ii 按 标准 失误 求 分 别 填 入 杨 氏 图 的 下 
个 方 格 , 所 得 到 的 每 个 慰 准 截 就 相应 有 一 个 杨 氏 算 子 y; 

3” 以 每 个 y 作用 于 V 沼 上 ,从 而 得 到 该 空间 的 一 个 玉 变 竺 空 
间 yVR; 也 可 将 y 作用 于 K 秩 张 量 分 量 T, ,上 , 则 可 得 到 具有 
确定 对 称 性 的 不 可 约 乓 秩 张 量 ， 

4 由 于 天 的 配 分 C 妇 对 应 的 标准 盘 个 数 等 于 Sx 群 表示 DC 
的 维 数 3, 故 空间 Y' 可 约 化 为 独立 的 不 变 子 空间 的 数目 为 之 , 
£7, 

例如 ,考虑 GLCN,C) 群 3 秩 张 量 LN 之 3), 因 KK 二 3, 具 有 [3)， 
C13 和 和 [21 三 种 配 分 ,前 两 个 配 分 对 应 5; 群 的 1 维 表示 。 即 .Fe 
一 丘 一 1 而 产 沁 一 2, 故 只 有 以 下 四 种 标准 盘 , 其 杨 氏 算 子 分别 
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让 六 ,QQY 和 YY' 人 代表; 
El i 
- 由 


3 [rz 


本 
Te 
re 
| 

网 
人 一 上 


因此 ,可 将 这 个 3 秩 张 量 约 化 为 4 个 不 同 对 称 性 的 不 可 的 张 其 之 
各 


1 1 1 


全 了 "+ 1 yp | trp 
车 利 用 t4. 6. 17) 式 的 符号 , 则 该 3 次 党 量 的 分 基 可 表示 为 
1 1 1 


Ti 一 于 Mo 十 言 Ma 二 村 Moao 十 可 二 Ms i 

(4.6.185) 
当 4 二 3 时 ,标准 磺 避 本 对应 的 3 秩 不 可 约 张 量 只 有 以 下 8 个 非 
地 独立 分 攻 ， 


二 人 L12 —Tau) 
Chua— a) 
CT 2g Oo— 0 ) 
i Tas 一 aau) 
《二 6§, 19a) 
《了 23 了 sz 2) 
C Ts33 {32) 


ot 124 Ta 十 了 ss fs) 


| 心 | 于 Si to ~ SS ~ m2] 


4 {C112 Ta 于 a2 TY 231) 
区 上 每 全 分 用 对 应 的 杨 氏 瘟 可 依次 写 为 
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全 |1 全 [1 1[2 上 [3 
2 二 2 3 
全 [2 213 [1l2) Dj3 
司 3 3 2 


通常 称 这 和 样 的 杨 氏 极为 标准 分 量 蕉 (外 尔 盐 )。 境 写 外 尔 茹 的 规则 
是 ; 异 ) 在 杨 氏 图 每 全 方略 内 填 入 1,2,… ,NN 中 的 一 个 数字 ,2) 保 
持 同 行 方 格 内 从 正 至 右 数 字 不 递减 ;而 同 列 方 格 内 数字 自 上 向 下 
递增 。 所 有 接 此 规则 填写 的 外 尔 盘 将 是 由 其 杨 氏 算 子 产生 的 独立 
不 可 的 分 晤 ,这 些 分 最 的 个 数 等 于 相应 不 侄子 空间 的 维 数 ,也 即 不 
可 约 张 量 表示 的 维 数 。 

综合 上 述 可 知 ,GLCN,C) 群 的 外 秩 张 量 则 是 该 群 的 一 个 可 
约 表 示 ( 开 写 2), 它 可 约 化 为 一 组 不 可 约 张 量 表 示 的 直 和 ,而 每 个 
不 可 约 张 量 柑 应 于 一 个 行 数 硫 N 的 标准 其 ,其 表示 维 数 等 于 该 杨 
民 图 的 标准 分 硬盘 个 数 。 下 面 将 对 各 种 不 同 的 线性 群 来 研讨 其 不 
同 对 称 型 张 量 表示 的 维 数 。 


C4. 6,. 195) 


§ 4.7 不 可 约 张 量 表示 维 数 


上 一 节 讨 论 了 CZLGN.C) 群 的 各 种 不 可 约 张 量 表示 DD 中 ,并 指 
内 该 表示 的 维 数 rw 等 于 天 之 配 分 [ 旭 相 应 杨 开 图 的 所 有 标准 分 
硬盘 的 个 数 , 这 也 止 是 该 对 称 型 不 可 约 张 量 独立 的 非 零 分 量 的 个 
数 。 这 里 应 指出 "号 和 产 2 的 根本 区 别 , 虽 然 表 观 上 它们 都 对 应 着 
相似 的 方略 图 ,但 /中 是 配 分 [区 标准 盟 个 数 , 它 是 Sx 群 不 可 约 
表示 维 数 , 而 与 N 无 关 , 共 相同 配 分 的 所 有 表示 部 是 Sx 的 等 价 表 
示 ; 然 而 +8 是 将 I 到 NN 这 些 自 然 数 分 别 填 入 [ 困 杨 氏 图 每 个 方 格 
路 ,所 得 到 爹 部 标准 分 量 盘 个 数 , 它 不 GLCN ,0) 群 不 可 约 表示 维 
数 , 二 号 与 N 有 关 。 以 下 特 对 各 种 对 你 型 不 可 约 张 虹 分 别 进 
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行 讨论 ， 
7 一 1 完全 反对 称 秩 张 量 


设 Mis 是 秩 完 全 反对 称 张 量 的 分 量 , 它 对 应 只 有 一 
多 天 个 方 格 杨 氏 图 ,其 标准 盘 只 有 - -个 , 它 的 K 个 角 标 要 满足 避 
< 一 < 每 当 从 N 个 自然 数 中 取出 天 个 不 同 数字 ,只 有 一 种 
汗 法 形成 标准 分 量 向 , 故 完全 反对 称 尺 秩 张 量 表示 维 数 就 等 于 从 
个 自然 数 中 取 K 个 不 等 才 的 方式 数 ,到 

ri CK 


Kk! tN K)! ‘4.7.1) 


N=K 时 ,r=1 
7 一 2 ”完全 对 称 玉 秩 张 量 


设 Mi 是 大 秩 完 全 对 称 张 量 的 分 量 , 它 对 应 只 有 一 行 的 乓 
个 方 赂 杨 代 图 ， 其 标准 级 世 只 有 -- 个 。 标 准 分 量 盘 要 求 其 天 个 角 
标 满 足 二 和 生生 :显然 它们 满足 不 等 式 
二] 21 
由 于 的 最 大 可 联 值 是 NN ,站 标准 分 二 盘 的 个 数 就 等 于 从 CN 十 下 
一 1 个 自然 中 取 大 个 不 同 数 的 方式 数 , 故 
,Cs 一 CD 
Kl! CN—1)1 
7 一 3 ”三 秩 混 合 对 称 张 盘 
这 类 张 最 的 标准 盘 有 以 下 两 种 : 


a is 


C47, 2) 


它们 是 下 同 对 称 型 的 三 黎 混 合 对 称 张 量 , 共 分 基 可 分 别 以 
159 


M 代表。 虽然 它 俩 的 表示 维 数 相同 ,但 并 不 是 等 价 表 
示 。 省 a iisiz 各 不 等 时 可 构成 标准 分 量 盘 数目 ,每 当 从 头 
N 个 自然 数 中 取 一 个 不 等 数 zx<5<e, 则 可 构成 两 个 标准 分 量 盘 
四 外 s ,因此 三 个 角 标 各 不 等 的 混合 张 量 分 量 数 为 2， 
0% 个 ,再 考虑 从 头 N 个 自然 数 中 取 了 两 个 数 4a<5, 此 时 标准 分 量 盘 
只 有 国生 和 图 分 两 种 方式 , 故 这 类 外 尔 盘 具有 2 。 C$ 个 , 因 
此 三 秩 混 合 对 称 张 量 的 表示 维 数 为 


r=2C tC) = 


7 一 4 一般 对 称 型 张 是 


以 上 给 出 了 三 种 特殊 对 称 型 不 可 约 张 量 表示 的 维 数 公式 ,而 
对 任意 型 天 秩 张 量 , 其 表示 维 数 将 由 以 下 两 个 等 价 的 常用 公式 给 
出 ; 
3” 外 尔 CWey]) 公 式 


-w= 21 BI (47 4 


根据 配 分 5 的 方 格 图 ,让 我 们 来 说 明 该 式 中 符号 的 意义 ,不 
管 饭 氏 图 C2 的 行 数 等 于 还 是 小 于 N ,都 将 它 视 为 NN 行 ,如 果 行 数 
达 NN ;可 记 为 它 包含 敬 干 个 有 等 方 格 的 行 。i 代表 从 最 下 行 往 工 数 
的 行 序数 ,而 ;是 第 i 行 的 方 格 数 与 i 之 和 。 

例 1 N=3,K 太 ==7,[4]==[41,211j], 求 7 久 

曙 出 相应 的 杨 氏 图 , 标 出 行 序数 i 和 


《4- 了. 3) 


: | +4 过 5 一 7 
2 二 2 -上 一 二 
1| +l -> 一 2 


上 各 


?7.4 和 2 工人 个 数 之 枉 意 两 者 之 盖 为 3,5 和 2, 代入 (4.7.4 式 得 


: ] 3+*0*，2 - 
r= pr 一 一 135 


例 2 利用 外 尔 公 式 求 二 铁 混 合 对 称 张 量 表 示 维 数 re。 
这 峙 和 有 疝 二 14 0 一 1 一 2 二 0 一 2 一 一 一 
TH1=Nxw 一 和 N 十 2, 全 此， 


-1 
Ty = NT DN-.4. 2— 计 N+1)! 
?一 1 


Mal x- =(tN— D1! 


t=]! 


代入 外 尔 公 式 可 得 
roy NF! N11 CN—3)! CN— 4)..21 
中 3。20 31 (二 2 CN—I)T 
__ {Nl NGN—1) 
3 
_NCN?—1) 
3 
所 得 结果 与 (4. 7. 33 式 相同 。 
2” 和 名 室 和 孙 (5Robinson7 人 公式 
从 例 2 可 看 出 , 当 N 大 时 ,利用 外 尔 公式 求 表示 维 数 比 较 麻 
烦 。1961 年 答 宾 了 拓 给 出 利用 钧 长 求 维 数 的 一 个 篇 伍 公 式 
-w= 了 竺 士 二 全 《4.7. 5) 
ef EE 
式 跨 的 六 和 分 基 代 天方 格 图 [A 的 行 和 列 指标 ,而 g,, 为 第 1 行 第 
j 列 方 格 的 钩 长 。 
例 3 求 rt 
首先 绘 好 扬 氏 图 [4,2,17, 并 标 出 每 个 方 坎 的 金 长 ,代入 公式 
C14. 7- 5) 得 
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§ 4.8 线性 群 的 分 支 律 及 其 直 积 表示 的 约 化 


38- 一] 分 支 律 


GLCN ,局 ) 搓 是 所 用 维 非 奇 踢 迁 阵 的 集合 , 它 作 用 于 用 
个 独立 感 矢 移 空间 Vw 上 ,Vw 由 是 该 群 的 不 变 空 癌 或 矢量 表示 空 
癌 .。 如 果 该 群 中 的 某 些 元 素 保 持 其 中 的 … 个 基 矢 不 变 , 显 然 这 些 元 
素 集 人 台 将 构成 GLAN 一 1,C) 群 , 它 是 GLCN ,OC) 的 一 个 子 群 。 着 设 
第 NN 个 基 矢 不 变 , 旭 指标 入 相对 于 子 群 SLCN 一 1C) 将 不 起 作 
用 ,而 最 终 被 大 掉 。 既然 GLCN 一 1] ,OCGOLCN ,OY, 则 GLON,C) 
的 不 可 的 吉 示 D 记 缩小 在 其 子 群 GLCN 一 1,C) 上 一 般 将 是 个 可 
约 表 示 , 故 DD 色 可 约 化 为 GLCN 一 1,C} 群 的 -- 系 列 不 可 约 表 示 
Pga 的 直 和 ,其 约 化 规律 称 之 GLCN,C) 的 不 可 约 表示 相对 于 群 
GLCN 一 1,C)y 上 的 分 支 律 。 这 种 约 化 可 依 标准 的 特征 标 理论 来 进 
行 ,也 可 利用 里 特 乌 德 的 5 隙 数 方法 。 下 面 以 GLC3,C} 群 的 不 时 
约 表 示 DE' 相对 于 Lt2,CY 上 的 分 支 律 为 便 来 说 明 这 个 过 程 .。 

由 于 D8'? 对 应 于 GL(3,C) 群 上 1 对 称 型 的 三 秩 混合 张 量 
表示 , 它 的 8 个 标准 分 量 盘 如 (4. 6. 19a) 所 示 。 而 CL(2,C) 是 形 如 
下 画 B 式 的 非 奇 异 矩 阵 集 , 它 不 改变 WV 中 矢量 的 第 三 分 量 , 或 者 


GL(2,0) :0 
B= :0 
0 0 :1 


说 分 量 指标 “3” 不 受 变 换 8 的 影响 ,自然 变换 BN? 对 张 量 空间 V 铺 

之 元 素 ( 三 我 张 量 ) 分 量 指标 3” 也 没有 任何 影响 。 表 沁 DF'” 对 应 

的 8 个 标准 分 在 盘 中 有 两 个 分 基点 不 包含 指标 “3”, 它 们 是 
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和 , 故 形成 GL(2,C) 群 的 2 维 不 可 约 三 秩 混合 张 量 
表 估 DE; 另 外 三 个 分 量 为 有 | 也 ， 革 并 和 ,它们 在 同位 
方 格 内 大 指标 “3”, 帮 形成 GLC2,C) 的 [ 六] 型 3 维 不 可 约 表 

PP ,再 有 两 个 分 基 | 中 到 和 | 下 站 ,它们 形成 GLC2,C) 的 口 
型 2 维 矢量 表示 Di 所 和 一 个 分 晤 国 , 它 是 GL(2,C) 的 
J 型 型 1 维 反 对 称 2 秩 张 量 表示 D9” 这样 吕 得 到 了 GE Cc) 


的 不 可 约 表 东 D8 相对 于 GZL(2,C) 上 的 分 支 律 为 
N=3 HP > PP LCI] 全 '[ Pp 本 加 


维 数 = 48} 中 {2} 狼 (3} 中 {2} 名 (1} 
通过 以 上 讨论 可 以 看 出 ,这 种 约 化 过 程 是 将 原 标准 分 量 扒 中 
填 有 指标 “3”“ 对 GLCN ,CC) 群 则 是 指标 *N”) 的 位 置 打 上 “x ”号 而 
后 去 掉 , 就 可 很 快 完 成 分 支 律 。 


和 "外 * 臣 * 妇 。 钱 


综合 上 述 , 可 得 如 下 定理 。 

定理 : 群 GLGCN ,OO) 的 不 可 约 表 示 DP 相对 于 其 子 群 GZLCONV 一 
1,C) 上 ,可 约 化 为 该 子 群 的 水 可 约 表 示 了 D 吕 的 直 和 和 。 

D8= 2 DE, C4. 8. 12) 
其 中 求 和 是 对 所 有 满足 C4. 8, 15) 菜 件 的 行 数 不 超 过 NN 一 1 的 杨 氏 
图 [CJ 进行 。 

入 2 A C4. 各。 15 
调 且 ;于 和 分 解 式 ! 由 各 项 不 可 约 表 示 的 量 复 度 都 为 1，。 
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控 此 定理 ,GLCN ,个 的 森林 约 表 示 空 间 YE 相对 于 其 子 群 
GLEN 一 1:0Y 是 个 是 约 珍 孙 补 间 , 它 可 约 化 为 如 下 - 些 杨 开 图 所 
柠 记 的 不 呆 约 子 空间 的 直 和 ;它们 是 从 声 氏 鸭 [ 力 中 大 捧 填 标准 分 
芋 芍 时 可 多 洗 什 数 郑 NY 的 那些 方 格 而 得 到 的 一 组 新 声 民 盘 [CX 2。 

本 然 , 可 城 数字 的 广 烙 只 能 是 每 列 中 的 最 下 迎 个 。 如果 E 和 的 
行 数 < N, 子 未 该 图 本 身 也 符合 要 求 ,因为 这 祥 的 杨 氏 图 可 填 成 不 
含有 数字 六 的 坏人 准 分 证 盘 。 

例 姐 ,将 64.C) 的 不 可 约 雯 示 D3 作 机 对 J GLCG3,CY 上 
的 分 支 律 , 按 上 述 规 则 可 得 
时 口 全 | 了 丁丁 区 了 | 


人 有 中 二 -区 ®' 


或 者 以 符号 和 表示 维 数 写 为 
Din = DnBDINDP BDIPBDE DD 
(457 = {151D{8 DIPLO0PB6 DPI)} 


8 一 2 不 可 约 表 示 的 直 积 约 化 


本 评 寺 4.5 痊 讨 论 了 置换 群 不 可 约 表 示 的 外 积 约 化 ,。 对 于 GL 
CC) 群 , 它 的 所 有 不 可 约 表 示 都 是 具有 确定 对 称 型 的 张 量 表示 ， 
故 机 藉 助 Sx 群 的 外 积 约 化 的 同样 方法 和 步骤 来 的 化 线性 群 两 
个 林 可 约 表 示 的 直 积 。 不 过 值得 注意 的 是 GLCN,C) 群 的 不 可 约 
张 电 表示 相应 的 扬 氏 图 行 数 所 N ,因此 ,要 将 直 积 分 解 后 所 有 行 数 
>N 的 杨 氏 图 全 部 去 掉 。 

定理 :和 站 并: 和 DN 是 GLCN ,品格 的 两 个 不 可 约 表 示 (CC43 
和 [4 分 别 为 包 傅 和 nz 个 方 格 的 杨 代 图 ), 则 其 直 积 震 示 可 约 
作为 木林 约 表 未 D 交 之 直 利 。 避 
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Di GOPge- 2 un DE (4. 8. 2) 
该 式 中 右 进 务 韦 中 的 杨 氏 图 [ 宁 与 给 换 群 5 和 5,, 相 应 的 不 可 约 
表示 已 呆 和 五 的 的 外 积 约 化 式 人 4. 5 2 中 和 包 合 的 杨 氏 图 5 完全 

- 树 , 昌 co 一 cs。 但 在 (4.8.2) 式 中 可 去 掉 行 数 盖 w 的 那些 场 开 
I 时 。 这 时 每 个 不 可 约 表 示 的 维 数 将 由 $$ 4.7 的 公式 给 出 ,日 西边 维 
数 相 党 。 

rie ri 一 Dawr C4. 8. 3) 
方程 (4. 8. 3? 可 用 来 初步 验证 约 化 结果 是 否 正确 。 

例 1 的 化 GLC3,C) 群 的 两 表示 DF'? 和 D8? 的 直 积 。 

按照 置换 群 不 可 约 表 示 外 积 的 约 化 规则 , 先 画 出 两 个 表示 的 
声 开 图 ,并 在 “ 履 数 * 方 柑 图 上 第 一 行 方 格 内 标 上 字母 “a”。 第 二 行 
方 格 内 标 上 字 悚 *b”… ;再 按 约定 搬 这 些 带 字母 的 方 内 到 “被 攻 数 ” 
方 格 图 十 ,上 硫 可 得 到 以 下 一 组 新 杨 氏 同 : 


Ha 局 [Leja] 于 | ja” 


| | ja 2 

国共 a 

四 alp A 
5 b 


车 对 置换 群 外 积 而 癌 , 将 包含 Se 群 的 8 个 不 可 约 表 示 ; 然 但 对 于 
GLK3C) 群 , 配 分 [3, 1 和 [2 159 对 应 的 不 可 约 表 示 并 木 存在 , 故 
最 后 结果 为 
DFPODE N= DP BD MBP DBD? . PEDPDID, 
{8}6@ 8} = 二 {27} 名 (0} 狼 10} 儿 2: {8} 儿 们 } 
例 2 的 化 GL(4,C) 群 的 直 积 表示 DECOPE ，。 
按照 主 述 癌 样 步骤 , 立 苑 得 到 该 直 积 表示 所 包含 的 全 部 饭 氏 
同 为 
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- Aa ala] [a 
a ps als 
| _|B 
[本 
四 al a 
a als! Bs Ia | 
如 [本 
Ie) 2 a 
p bt 


除去 最 后 两 个 5 行 祈 氏 图 外 ,其 余 的 五 个 杨 氏 图 都 是 这 酚 个 不 可 
约 表示 所 包 售 CE04C) 群 的 不 可 约 表示 , 故 铺 果 为 
DEIODV = DDD NIDD DDB, 
{15}@3{20} 二 11735} 儿 {4 引 } 匆 {45} 儿 (15}) 刍 {20} 


§ 4.9 一 般 线 性 群 不 可 约 张 量 表 示 与 其 子 群 
SLC(N,O),GLCON, RY, SLCON, RY,U (CN) 和 SU 
(CN) 的 关系 


GLCN,C) 群 的 上 佚 张 量 表示 DS* 可 约 化 为 该 群 的 - -组 不 可 
约 民 铁 张 量 表示 Dw 的 直 和 ,对 于 其 子 群 SLCN ,CY ,GLCN 及 )， 
SICN,R) ,CAND) 和 SU CCN) 等, 要求 它们 的 不 可 约 表 示 , 也 可 利用 
类 似 方 法 ;好 利 用 这 些 子 群 的 矢量 表 孙 得 到 KK 秩 张 量 表示 ,再 利 
时 Sx 群 的 声 氏 算 子 约 化 为 若干 不 可 约 张 量 。 另 一 种 作法 是 将 已 
知 的 GELCN:C)? 群 的 各 种 不 可 约 张 基 表示 DW 限制 在 其 各 种 子 群 
上 ,从 而 得 到 子 群 的 展示 ,也 首先 需要 证 明 这 拌 得 到 的 表示 是 否 必 
定 是 子 耘 的 不 可 约 咒 示 。 

定理 1:GLCVC) 群 的 不 可 约 张 贡 表 示 万 中 限制 在 共 子 群 
GLCN RISEON RECON 和 SC 等 上 时 仍 是 不 可 约 的 。 

证 明 ; 设 DD 局 由 天 秩 张 量 表 沙 约 化 出 米 的 -> 维 不 可 约 表 未 ， 
说 巨 AEGLCN.CO) 的 相应 表示 人 窍 阵 为 
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[Dulas Duala) D(a,) 


| pa) Daala) Pure 


站 (4 一 《4. 9.1) 


站 Ke Dualas) Da,) 

其 中 Darla 是 4 的 害 阵 兹 ,的 下 深 多 项 式 。 如 朵 考虑 上 述 的 其 
个 子 群 , 它 是 由 GLCN ,CC) 中 的 矩阵 子 集 S 所 构成 。 假若 相对 下 这 
个 子 群 表示 局 基 可 约 的 , 孝 示 对 应 的 表示 空 他 中 就 应 存在 这 样 
的 基底 ,使 之 所 有 子 群 元 案 5S 都 有 -定数 日 ,上 且 位 于 同行 列 的 多 
项 式 Dueka) 都 为 零 ( 但 因 姜 是 GZLCY,C) 的 不 可 约 表 未 , 故 对 所 
有 寿 元 4 决 非 邵 此} ,下面 让 我 们 相继 恰恰 一 下 限制 在 这 些 于 群 
上 的 表 东 和 矩阵 是否 能 有 这 样 的 特征 。 

1 SLCN ,人 C): 由 于 任意 非 衣 异 逢 阵 AEGLCN,C) 都 可 写成 

如 下 形式 

A—={detAY!*S 
其 中 ,SESLCN,C)}。 对 应 表示 DD, 则 有 

Detan) = Dit tdet)! $i = {detA)* MDatS;) » 《4. 9. 2) 
由 (4. 9.2) 式 可 判断 ,车 对 于 任意 子 群 元 素 S 都 有 D465,,)==0; 则 
对 于 任意 磋 元 4EGLON ,局 ) 必 定 有 Duke =0, 这 就 是 说 只 将 天 
GrNC) 的 可 约 表示 。 这 与 前 题 根 了 矛盾 ,做 GLCYC) 的 任意 木 可 
约 张 董 表 示 限 制 于 子 群 SECVC 上 也 是 不 可 约 的 。 

2 CN ,RY); 人 所 其 知 , 对 于 任意 的 变量 多 项 式 , 若 下 其 变 
量 的 “切实 数值 时 都 使 该 多 项 式 等 于 零 , 则 此 多 项 式 只 能 恒 为 零 。 
这 表明 ,车 GZLCNwC) 的 革 个 表示 限制 在 子 群 GLCN,R) 上 是 可 约 
的 , 则 它 必 定 也 是 GLKCN,G) 的 可 约 表示 。 显 然 对 子 群 SLCN ,RR) 
也 有 同样 结论 。 

3 CD) :由 茶 件 (4. 1.1)? 式 可 推 得 无 穷 小 的 么 正 变换 可 写成 

{=1+ar 《二 9. 3a) 
其 中 避 为 无 穷 小 实数 ,而 r+ 是 NN 维 反 厄 米 拭 阵 (rt+ 二 一 rz)。 类 似 
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地 ,对 于 无 究 小 线性 变换 AE GCN ,C0)， 
妨 一 十 3 (C4. 日。 3b} 

这 车 y 基 无 穷 小 复数 。 由 于 CCC? 属 的 作 何 有 限 变换 都 可 视 
为 元 数 个 无 穷 小 连续 变换 的 结果 , 卜 续 任意 不 可 约 表 示 对 于 该 群 
和 的 匹 穷 小 变 撞 也 县 不 可 约 的 。 由 此 可 推断 ,不 论 7Y 是 实数 还 是 复 
数 ,无 穿 小 变换 多 项 式 D(a,,) 部 不 可 能 恒 为 零 , 战 GLCN CC) 的 不 
可 约 表 东 相 对 于 子 群 LCN) 上 也 是 不 可 的 的 。 沪 结论 对 于 子 群 
SEA 也 成 立 。 

根据 定理 1, 要 往 求 子 群 GLCN, RY),SLCN,C}YSLCN,R)，, 
UCN) 和 SU(N) 等 的 不 可 的 表示 ,可 从 群 GLCN ,CD) 的 不 可 约 张 
量 表示 D 富 出 发 ,然后 只 将 D 中 限制 在 这 些 子 群 上 就 可 得 到 各 个 
子 群 相应 的 本 可 约 表 示 。 自 然 , 冢 示 DW 的 维 数 公式 ,分 支 律 和 直 
租约 化 规律 等 对 于 这 样 得 到 的 子 群 不 可 约 琢 示 也 是 完全 适用 的 。 

我 们 曾 指 出 ,不 同 的 杨 氏 图 对 应 着 演 换 群 的 不 等 价 不 可 约 起 
示 : 而 对 线材 联 这 个 结论 是 将 正确 呢 ? 首先 考虑 线性 群 的 入 秩 完 
他 反对 称 张 量 表 未 PR ,对 于 群 苑 AEGLCN,C) ,这 个 反对 称 张 
量 只 有 一 个 分 量 为 2 它 的 线 注 变换 为 


Ta = DY Ty 4.9. 二 
然而 按照 N 7 天天 到 的 变换 规律 又 可 写 为 
Cs 92 Ne dy {4. 9. 3) 
国 为 入 秩 完 全 反对 你 张 嘿 具 有 一 个 独立 分 量 ， 收 有 
7. Hi Er 


一 
一 larizs sv) 汶 民 ,2 ,NN) 得 排 麟 
于 是 ,C4.9. 引 ) 式 可 改写 为 

Ts := 入 pe er ng Hn dN 


= (getA TL. 2. C4. 9. 8) 
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还 较 5C4. 9. 4) 和 (4.9.6) 式 串 推 得 
DY CA)=detA (4.9.7) 
姐 聚 推广 这 个 结果 ,对 于 配 分 [2 对 应 的 2 秩 张 最 , 则 有 
DICAY— Cdet ay)! 
而 本 他 为 CmNjtm 为 正 整 数 ? 型 的 mN 秩 张 是 ,其 线性 变换 年 
阵 也 只 是 个 常数 , 邮 
De CAY= (detA)” (4. 9. 8) 
设 DW 和 DY 分别 是 GLCN, 吕 的 KK 秩 和 ( 玉 十 N) 秩 不 可 约 
上 张 避 表 荡 , 上 中 二 Ch 各 A CXWI 二 [CH 十 1 和 十 1 Ay 
十 诺 。 表示 DX? 比 DD 入 对 应 的 杨 氏 图 左边 多 出 单列 和 N 个 方 格 , 当 
将 头 NN 个 自然 数 古 入 这 NN 个 方 格 时 ,只有 一 种 标准 填 法 ,上 这 疯 
个 不 可 约 表 未 的 标准 分 量 盘 数 相同 , 即 两 者 是 同 维 表 座 。 箭 据 (4. 
9.7) 式 ,它们 的 线性 变换 矩阵 应 满足 关系 
DENICA)= (det At) DE 
而 对 十 左边 多 出 * 列 , 每 列 有 NN 个 方 格 的 蛾 氏 图 所 对 应 的 (KK 
十 mm) 秩 张 量 , 共 表 不 维 数 也 一 梓 , 它 们 的 线性 变换 关系 为 
慧生 二 半生 4) 一 《get 过》 (4.9.9) 
如 果 只 艰 幸 讨论 GLCN,C) 的 之 模子 群 SLCN CD ,SLCN ,RY 
和 SUCND), 丰 于 寺 det4 王 1-. 则 C4. 9.93 式 特 变 为 
Dem tm A = DA {4. 9. 10) 
由 此 可 得 到 如 下 结论 。 
定理 2; 乏 檬 线性 群 SLCN CY ,SLCN ,好 和 SUCND) 的 不 可 约 
斐 量 表示 DR 中 tm 和 DR , 伺 制 在 务 自 之 模样 下 是 完 
企 等 同 的 不 可 绍 开 示 。 ， 
这 个 定 则 告诉 我 们 ,对 于 乏 模 线 柱 群 ,除了 杨 开 图 [站 对 应 的 
1 维 完全 上 反对 表示 外 ,只 需 讨论 行 数 筷 入 一 1 的 杨 氏 图 所 标记 的 不 
Hf 约 张 最 表示 。 而 对 了 包 合 NN 行 的 多 列 声 氏 图 ,可 将 有 NN 行 方 格 的 
答 列 划 兵 。 
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$4.10 系 模 群 的 北 步 张 量 表示 和 
SUCN) 群 的 有 有限 维 不 可 约 表 示 
10- 一 1 和 双 模 改 的 对 偶 家 示 与 道 步 张 量 表示 


车 也是 CG 样 的 一 个 表示 , 则 D'( 复 数 共 氏 ), 4D)-'( 闻 转 矩 
阵 ) 和 CD7) 7 世 送 厄 米 矩 阵 } 也 是 6 的 表示 。 对 于 - 般 的 群 ,表示 站 
与 (五 )-! 量 不 等 价 的 ,而 对 SLC CI) 群 ,出 (9.7) 式 可 知 , 配 分 
[1 对 应 着 么 模 群 的 便 等 表示 , 即 

D' (4)=det4 一 1 {4. 10. 1) 
已 知 配 分 (1) 是 SLCN, 品 ) 群 的 NN 维 自 然 表 示 , 则 由 上 式 可 疡 定 配 
分 [1 对 应 着 自然 表示 DG 的 六 表示, 这 也 是 个 N 维 表示 ,其 
对 应 的 表示 空间 称 之 白 然 表 示 空 间 Vx 的 对 偶 空 间 , 并 以 Vy 标 
记 。 这 就 是 说 , N 维 对 个 空间 的 矢量 对 应 着 张 基 空间 V3” ”中 的 
GCVY 一 1) 秩 反对 称 张 量 , 旦 是 一 … 对 应 的 。 设 BEVv,B (二 1,2， 
…,N) 是 下 的 NN 个 分 量 ; 若 xEVyw; 其 分 量 为 2 二 12 NN)， 
则 有 
C4. 10. 2) 


ry 下 PN 
DD, 一 所 ve 


按照 杨 氏 图 方法 ,可 将 SLC,C) 群 的 这 种 等 价 性 表示 为 


辆 ~ :| 六 一 工 个 方 格 (4. 10, 3) 


同 理 可 注 明 (4. 10. 4? 式 的 两 个 单列 杨 氏 图 所 标记 的 不 可 约 张 量 表 
示 的 等 价 忻 ,通常 称 这 个 P 秩 反 对 称 张 量 为 (N 一 P) 催 反对 称 张 
量 的 对 偶 ( 或 伴随 ) 张 量 , 它 俩 包含 着 相同 个 数 的 独立 分 量 。 
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多 a N 一 p 个 方 格 (4. 10. 4) 


过 他 。 


格 


由 此 可 见 ,SLCN ,局 ) 群 的 不 可 约 表 示 所 对 应 的 杨 氏 图 ,不仅 
包含 N 个 方 格 的 剂 丝 可 去 掉 , 而 且 从 模 向 及 个 方 衬 坚 问 有 六 
个 方略 所 构成 的 算 形 中 去 挤 配 分 [二 CN 和 yAy_1j 对 应 的 方 
格 图 ,余下 部 分 即 为 该 表示 的 道 步 张 基 小 示 的 杨 氏 图 , 它 的 配 分 为 
[一 [一 和 一 AD 和 DW? 是 
SLCN , 忆 ) 群 的 互 为 等 价 的 同 维 表 未 。 图 4.4 给 出 N= 二 5 时 的 两 个 
下 为 道 步 表 示 Dr 和 De 


图 4,4 
这 里 必须 指出 ,虽然 自然 表示 器 和 其 对 个 空间 Vy 中 的 矢量 
表示 图 是 癌 维 的 ,但 它们 是 分 属 两 种 相亲 性 质 的 空间 ,- : 般 说 来 它 
们 是 不 等 价 的 。 当 研究 它们 之 间 的 直 积 约 北 时 ,必须 在 向 ~ 空间 
Vy 太 其 张 晤 空间 内 来 进行 。 


10 一 2 SU (CN) 群 的 有 限 维 不 可 约 表 示 
在 原子 物理 ,粒子 物理 和 大 统一 理论 中 ,SUCN) 群 得 到 广泛 
谋 肝 . 它 也 起 上 述 线 性 子 烙 中 唯一 的 紧 议 涪 。 由 工人 它 在 物理 应 注 下 
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的 特 赣 重要 性 ,这 里 有 必得 对 它 的 有 限 维 不 可 约 表 示 及 其 通用 的 
记 续 专门 作 些 介绍 。 

设 D3 为 SUTCN) 的 下 秩 张 莉 r 维 表示 ;如果 它 的 逆 步 表示 
DO 对 应 的 声 氏 图 方 柑 数 天 ' 汪 KK, 则 可 直接 以 表示 维 煞 rt 或 {ry) 
来 标记 这 个 表示 ,而 以 7C 或 {7)) 来 标记 它 的 道 步 表 示 Do 。 如 果 间 
叶 有 儿 个 表示 维 数 都 是 7x, 量 又 不 是 也 为 道 步 表 永 , 则 可 用 {7}， 
{7 {7 站 等 来 分 别 标记 这 些 不 同 的 x 维 表 示 。 

例如 ,SU(C2) 群 可 能 存在 的 不 可 约 张 最 天 示 的 杨 氏 图 只 有 
门 和 单行 图 ， 前 者 是 1 维 恒 等 表 示 ; 耐 及 个 方 格 单行 图 的 表示 
维 数 为 产 二 氏 十 1;SLC3) 群 的 不 可 约 天 示 愉 有 3 个 方 格 的 单列 
杨 氏 图 和 各 种 不 超过 两 行 的 方 格 图 , 51] 是 SU(3) 的 1 维 恒 等 表 
示 ;单行 个 方 格 图 是 该 群 的 "一方 (K 十 1)CK 十 2) 维 表示 ;而 
配 分 CX; 加] 对 应 的 西行 杨 氏 图 ,其 不 可 约 表 水 维 数 由 鲁 宾 孙 公 式 
不 难 求 得 


十) CA 一 入 十 1) (4. 10. 5) 


若 以 py 和 ps 分 别 代 表 包 含 一 个 方 格 和 二 个 方 格 的 列 数 , 则 有 
而 一 记 十 六 证 一 记 故 (4 10.5) 式 又 写 为 更 便于 记忆 的 形式 : 
pt pt pt Dpst 1) 


《4. 10. 6) 
由 方程 (4. 10. 6) 不 难看 出 ,表示 Di 是 Prop2 的 道 步 表 示 , 且 


parply hf) 
一 六 a 


六 


若 配 分 [4 一 [As yd 为 SUC4) 群 不 可 约 表 示 杨 氏 图 , 令 
P= A p= ,pa 一心 ,不 难 证 明 其 表示 维 数 为 


[本 = 


六 
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Pit pt DD (pst lp + pt pt ps ta pi pt pst 3) 
1 +» 1 + 1 .2 ， 2 + 3 


C4, 10. 7) 
类 似 地 可 推 得 SL'(N) 群 不 可 约 表 示 Di; 的 维 数 公 式 。 但 当 N 很 
太 时 ,实际 用 起 来 并 不 及 和 镶 宾 孙 公 式 简便 ,这 里 不 再 写 出 。 表 4. 4 
以 不 同 标记 列 出 SUC3) 和 SUA4) 凿 的 几 个 低 维 不 可 约 张 量 宕 示 。 


表 .44 
SL'(3) SCC4) 
(pir pa} rd! 扬 氏 图 ] {pl1: pe: pal} Fifi fet! 杨 氏 图 
(0.07 ] 9 (C0,0,0) 1 上 
(1:0) 3 口 (1.0.0) 4 口 
£0.1) 3 日 (2,0.0) 15 CD 
(2,0) 6 CI] C0,1,0) 6 站 
(1.i3 8 上 (3.0.0) 20。 [CT 
《93 10 CT (C1.1,0) 20 由 


最 后 还 需 指 出 ,对 SCGY) 群 的 不 可 约 表 永 约 化 时 ,如 果 其 中 
一 个 是 对 偶 室 间 Vy 中 的 张 量 表示 , 则 要 先 将 它 化 为 Yv 型 张 量 空 
间 张 量 后 ,再 按照 - 般 规 则 进行 约 化 。 例 如 ， 


jo wlHe _ oi 
\r | 


或 者 简化 为 
{IN}OOIN}= (1B{N:—1) 《4. 10. 8) 
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方程 44. 10. 8) 可 视 为 SUCN) 群 伴随 崎 示 的 定义 , 它 是 个 N? 
一 1 维 不 可 约 表 示 . 在 粒子 物理 中 有 特殊 的 作用 ,在 以 后 SU CN) 
群 的 应 由 路 厨 详细 计 论 。 


习 题 四 


4--1 证 戎 由 可 约定 等 久生 成 的 左 理 想 是 串 约 的 。 

4 一 2 设 歼 为 铬 心 的 划 位 元 素 ,e 为 群 代数 44C) 的 原始 痢 
等 元 :证明 e 二 上 一 e 也 是 个 苦 等 刀 , 且 由 < 和 人 生成 的 商 个 左 理 
想 训 二 ACGYe 和 二 ACG}e!' 是 相互 独立 的 。 

4 一 3 震 震 等 元 e 和 和 群 代数 中 的 任意 元 素 了 都 满足 exe 一 
peertB, 是 与 + 有 关 的 复数 ), 则 e 必 为 原始 和 革 等 元 。 

4 一 4 设 e 和 ez 是 两 个 非 零 罕 等 元 ,月 满嘴 ee 一 名 es * 
1 天 Dol 加 By 为 空 集 ), 试 证 明 由 el 和 e 生成 的 堪 理 扔 是 独立 的 。 试 
问 = 和 e; 能 否 为 单位 元 素 EE 在 两 个 左 理 想 中 的 分 量 ? 


4 一 5” 写 出 杨 氏 务 和 的 杨 氏 算 子 ,并 验证 
它们 是 原始 寡 等 元 。 


4 一 6 写 出 杨 氏 同上 十 习 和 [|| 的 所 有 标准 饭 氏 
盘 ,并 验证 其 不 可 约 表示 维 笋 ， 

4 一 7 坛 计算 5, 群 不 可 约 表示 (3,1) 的 各 个 群 元 的 表示 逢 

4-…8 计算 置换 群 以 下 不 可 约 表示 的 各 类群 元 的 特征 标 ， 


- ~ EE 

5 人 [532 13 6521] 
(a) Xa, ? Cb) XC,,, + COKX yy 

[4 3 [62 ,133 CA 13 
Cd OK gy CEOX Gy 7 (DX py 


4 一 9 ”证 戎 置换 群 5, 栅 应 耳 分 Ca, 对 度 的 不 可 约 表 六 中 ， 
瑟 分 5 的 类 元 素 的 特征 慰 为 (一 1)3 .其 中 p 十 g 二 n19= 二 0,1,2， 
“一 
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4 一 10 试 导 出 置换 群 特征 慰 的 下 列 会 式 : 


La 一 1.12 


CB) Ka gt =a—1, 

La 1 ta—l}ta--2) 
ChORX Ue ,= 2 一 2, 
Ce) 一人 1 


4 一 11 约 化 置换 群 以 下 不 可 约 表 示 的 外 积 , 并 标 出 其 表示 维 


(a) 十 2 上 (b) FHC CD 、 口 


一 1 


日 LT Cd) 到 门 交口 


1 


L_， 
4 一 12 GLC5, 避 ) 群 的 4 秩 张 黄 空 间 可 约 化 为 哪些 不 变 张 量 
子 空间 ,其 子 空 间 维 数 各 为 多 少 ? 
4 一 13 由 普通 张 坚 人 , 写 出 [3,1] 对 称 型 张 量 的 具体 形 


式 ， 

4 一 14 写 出 CLC4,C) 群 的 杨 氏 图 [3D 和 和 [2,11 的 标准 分 基 
盘 。 

4 一 15 ”分别 求 GL(4,C) 群 不 可 约 张 量 表示 D82 ?和 DD 
相对 于 GL(3,C} 群 上 的 分 能 式 , 并 核对 维 数 。 

4 一 16 的 化 GLC3,C} 群 的 直 积 表示 DO "的 D ,并 核对 维 
数 。 

4 一 17 ” 江 明 么 模 线性 料 对 应 瑟 分 [oAw-1;0] 和 [1 入 
一 Av_ 49 :入 一 各 :0] 的 两 个 表示 维 数 机 等 。 

4 一 18 车 以 正 整 数组 py 一 和 一 hp 二 一 可 "pr 二 AN_! 
代替 配 分 [入 一 [hhn .由 米 标 征 SUCN) 群 不 可 约 表 示 , 试 
有 几 重 宾 孙 公式 导出 类 似 (4. 10.7) 式 的 一 般 维 数 表达 式 。 

4 一 19 ”的 化 SU(3}) 群 的 直 积 表示 D”* 四 D ,并 核对 维 
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数 。 

4--20 约 化 SUC6) 群 的 直 积 表示 DD™ ,并 比较 与 上 
题 的 尖 别 。 

4 一 2] 约 化 SU (4) 入 的 直 积 表示 {4}) 他 {6}。 


176 


第 五 章 ” 李 群 和 李 代 数 


前 三 章 已 研究 了 有 限 群 及 其 表示 的 性 大 ,其 基本 概念 对 于 无 
限 群 也是 适 才 的 。 第 四 章 中 曾 借助 于 贯 换 群 和 张 是 讨论 了 各 种 经 
典 群 及 其 不 可 约 张 量 表示 。 这 些 经 典故 都 是 连续 群 或 李 群 ,本 论 在 
原子 物理 .分 子 物理 和 核 物理 中 ,还 是 在 洛 体 物理 和 粒子 物理 理论 
中 , 李 群 和 李 代 数 的 概念 更 为 重要 。 本 章 将 从 实用 的 角度 出 发 ,只 
给 出 李 代 数 的 基本 性 质 ,有 有 些 概 念 的 曾 述 也 许 不 十 分 严格 ,但 就 大 
部 分 只 芍 而 言 , 这 些 讨论 将 是 必要 和 适用 的 .所 列举 的 实例 不 仅 有 
徐 于 对 基本 概念 加深 理解 ,还 可 引导 我 们 正确 地 用 群 论 方法 去 研 
究 一 些 具体 物理 问题 。 为 了 借助 解析 困 数 和 偏 微分 方程 来 研究 连 
续 群 ,有 必要 先 讨 论 拓扑 和 流 形 的 某 些 基本 概念 。 


§ 5.1 拓扑 初步 


1 一 1 ”拓扑 和 拓扑 空间 


谈 工 是 个 点 集 , 阁 能 在 了 上 选 让 一 个 特定 的 子 集 组 T= {5,}， 
SC,5;EETD ,使 之 以 下 条 件 成 立 : 
T1. 空 集 画 和 全 丝 是 了 的 元 素 。 即 
GET TET 
T2. 任何 在 眼 个 属于 了 的 元 素 的 交集 仍 是 三 的 亡 素 。 即 若 
SED 一 1,2,.… (是 个 有 限 正 整数 ), 则 
ns=sinssn…nsier。 
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T3. 任意 儿 个 属于 研 之 元 索 的 许 集 偿 是 工 的 元 素 。 噶 
Us,EF 
则 称 研 沪 荆 的 一 个 拓扑 ;而 称 <T, 丰 这 个 有 序 对 为 一 个 拓扑 空 
间 。 

优 定 六 二 《TT, 症 ;是个 拓扑 空间 , 那 术 工 的 每 个 元 过 为 XX 中 的 
一 点 .了 的 每 个 子 集 称 之 关中 的 点 集 , 击 工 的 每 个 元 素 5; 是 下 中 
的 特殊 子 集 ,S 是 站 内 的 开 集 ,站 是 基 的 拓扑 ,在 不 至 于 引起 误解 
的 情况 下 ,有 时 可 了 略 去 醋 , 而 单纯 以 本来 代表 拓扑 空间 , 除了 以 上 
三 个 条 件 外 , 设 p 和 gg 为 二 中 任意 两 个 不 同 点 ,车 能 提 到 分 别 包 
含 p 和 9g 两 点 的 开 集 5, 和 5,, 租 其 交集 为 空 集 ,以 符号 代表 则 为 

T4. 如 果 pET,gET,p 关 gq: 可 挨 到 5S,ET,5;ET, 划 满足 
PESprqE So SN SS= SD,, 

则 称 满足 以 上 四 个 条 件 的 拓扑 空间 为 豪 斯 道夫 (Hausdorff) 
空间 ,而 条 件 T4 又 称 之 宫 斯 道夫 分 离 公 理 。 

例 1 设 点 集 了 二 {a,5,c}, 若 令 一 {Bo,{a} ,asb} {asc}, 
ia,c)}, 则 不 难看 出 是 妆 的 一 个 离散 拓扑 ,而 关 = 7, 中 ;是 
个 拓 盾 空间 ,但 它 并 不 是 豪 斯 道夫 空间 。 

例 2 设 工 为 某 个 韭 定点 集 ,车 令 厂 二 ! 古 ,, 了 了 ) ;显然 厂 是 六 
的 -一 个 拓 扩 WZ 区) 也 是 个 拓扑 空间 , 称 它 为 平 几 反扑 空 间 。 

例 3 设 Ri 是 二 维 平 而 的 全 部 点 集 ,在 只 上 选取 一 族 回 内 
的 子 集 5S,, 而 这 些 加 有 任意 圆心 和 非 零 半径 , 则 点 集 RR, 的 这 个 后 
扑 将 由 全 部 子 集 5, ,及 其 有 限 个 子 集 的 交集 和 任意 个 子 集 的 并 集 
所 构成 ,如 果 代 替 这 些 圆 ,而 到 一 些 有 任意 中 心 和 边 长 的 正方 形 作 
为 其 子 集 , 则 产生 R; 的 另 一 种 拓扑 . 设 2tza) 为 疡 和 7 两 点 间距 
座 , 则 分 别 以 这 两 点 为 圆心 , 读 d(P,9) 为 半径 作 国 S, 和 8, 都 
Sp 位 $ ;二 电 , 1 上 RR; 是 个 豪 斯 道 大 室 问 。 

姐 果 了 字 是 个 哲 扑 空间 ,着 由 点 -ts,… 必 EET) 枸 成 的 每 个 无 
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穿 话 列 静 包含 一 个 收 钱 于 工 内 茶 个 点 的 子 序列 , 则 称 妆 为 紧 致 拓 
扑 空间 。 生 如, 实 轴 Ri 就 不 足 紧 烙 的 ,因为 共 上 的 点 无穷 序列 
= 一 1,2,… 没 有 任何 收 化 的 子 序列 。R, 上 的 单位 页 周 是 紧 到 
的 ,向 单位 圆 内 的 点 集 不 是 紧 致 的 ,因为 圆 内 任意 点 的 无 究 序 州 可 
表 为 6 一 1 一 二 一 1,2,… 它 虽 收 敏 十 辆 周 上 基 一 点 ,但 该 点 并 不 
是 尖 点 集 的 元 素 。 

车 点 集 人 还 包含 它 的 全 部 极限 点 , 则 称 这 上 拌 的 点 集 为 闭 集 ， 
以 到 标记 。 例 如 ,R: 上 单位 贺 内 的 点 集 连 同 其 圆周 上 的 所 有 点 就 
是 -- 个 闵 集 。 若 $ 是 了 内 的 一 个 奎 闭 子 集 , 则 人 内 5 的 补 集 必 为 开 
集 。 这 里 所 谓 的 补 集 是 个 内 除去 8S 的 全 部 点 集 。 

设 多 是 一 个 映射 , 它 将 拓扑 空间 < 工 , 厂 ) 变 为 妈 一 折 扑 空间 
《CV ;如果 5ET, 风 上 & 的 像 是 拓扑 空间 丰 的 一 点 坟 &EU ,以 符号 
表示 则 为 

DT TU Vy, 

年 全) 
当然 点 入 并 不 一 定 是 - -- 对 应 的 ,人 内 的 几 个 点 也 可 同时 映 记 
群 己 中 的 同一 点 , 若 上 ETG=1,2) 都 映射 到 一 点 xEU, 刚 称 
点 集 么 } 为 的 道 像 , 记 为 名 G0 一 4G 二 1,2,…). 着 上 内 的 任 
-一 开 集 的 道 像 仍 足 你 内 的 一 个 开 集 , 则 称 映 射 更 :CT 一 人 7》 
是 连续 映射 ,以 符号 表示 则 为 

CT ,wv 

设 (T, 站 和 (U,V} 是 两 个 拓扑 空间 ,车 映射 8;T 一 U0 其 1 一 1 
的 满 映射 ,而 此 印 与 都 是 连续 瑞 射 , 则 称 更 为 癌 凸 映 射 ,这样 
的 两 个 拓 瓜 空间 称 之 同 有 里 拓扑 空间 。 显 然 , 同 腻 拓 扑 空间 的 一 切 拓 
扑 性 质 都 是 ~- 样 的 。 


1 一 2 解析 流 形 


定义 : 设 < ,中 是 个 莹 斯 道夫 空间 ;RR, 为 n 维 欧 氏 空 间 。 如 时 
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存在 一 个 从 工 到 RE, 的 映射 集合 画 = ! 古 .6ET ,使 之 以 证 四 个 条 
件 成 让, 则 二 人 ee 个 解析 流 形 邓 , 可 有 见 凶 是 一 个 其 
在 特定 上 遇 对 性 质 的 拓扑 空 

MI1 ,中 , 是 开 焦 7 Ce 的 R; 内 一 个 开 集 的 1 -1 映射 ， 

M2 ,37 一 人 

M3 ,如 华 Ts 站 2 是 非 室 子 集 , 那 未 盏 Tv 门 富 十 尺 ,内 的 一 
个 地 集 , 布 盏 (CT 门 了 是 灵 内 与 名 ,CT; 门 2) 不 同 的 勇 一 个 开 
集 。 且 映射 ,* @， 必 是 连续 和 解析 的 。 

M4; 映 射 @,- ”和 +P， 部 是 映射 集合 四 的 元 素 。 

由 性 质 Mi ,我 们 能 在 一 点 p€ 人 的 邻 城 内 构造 一 个 坐标 系 ， 
利用 下 将 户 了 映射 到 民 . 内 一 点 ,并 以 该 点 作为 n 维 坐 标 系 原点 。 开 
中 任何 靠近 的 一 点 9 被 映射 到 及 中 的 而,(q) 点 ,该 点 在 RR, 中 
的 你 标 分 最 为 多 (971i 一 1,2,…sno 显然 这 组 众 标 与 点 gET 相对 
应 。 这 种 对 应 美 系 将 遍及 整个 人 的 以 革 点 为 诛 点 的 定 域 难 标 系 。 
性 质 M2 确保 定 域 坐 标 系 下 在 工 内 任意 点 上 建立 起 来 ;!M3 涉及 
映射 有 +: RR,, 既 然 R, 是 维 殉 开 空间 ,内 此 这 种 R, 中 
的 自 碳 映射 (或 变换 ? 订 以 普通 解析 方法 进行 研究 。 这 些 性 质 研 崩 
图 5.1 形象 表示 出 来 。 

加 5.153) 映 射 @, 使 点 pET 的 邻 域 到 R, 中 原点 ,tp) 启 国 
的 一 个 2 维 正 方 体内 ,而 附近 的 伍 一 点 gET 被 负 , 映射 到 民 ， 
中 的 更 (09 点 , 它 的 合 标 为 名 (9) si 二 1;24.0* nl。 

图 5.1tb) 映 射 硬 , 种 色 将 开 集 工 , 各 ;分 别 映射 到 不 辐 定 
域 的 R, 坐标 系 中 的 两 个 开 集 , 而 映射 有 j “更 和 下。 更 为 一 
个 定 域 坐 标 R, 中 的 开 集 到 男 一 个 定 域 R. 坐标 系 内 的 开 集 ，。 

最 后 应 强调 指出 ,由 于 流 形 内 的 每 点 附 捞 都 是 定 域 的 欧 氏 空 
邮 , 合 此 欧 氏 空间 研究 时 所 用 的 一 些 概念 和 方法 娄 可 借助 于 M1 
到 M3 而 同样 地 应 用 到 流 形 研究 中 友 , 而 RR, 的 维 数 即 为 流 形 的 维 
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图 5.1 拓扑 与 流 形 
数 。 例 如 ,二 维 欧 氏 空间 内 的 单位 球 硬 工 十 y 十 <* 二 1 是 -个 2 维 
流 形 。 流 形 的 慨 念 对 妍 究 连续 群 走 十 分 有 用 的 ,如 品 (C3? 咯 的 每 个 
群 元 是 -一 个 3X3 的 正 变 重 陈 4, 芭 铬 个 群 元 对 应 4 的 3 个 定 阵 
元 :上 国 北 可 视 DO637 姓 的 每 个 故 元 为 8 维 空间 的 一 点 。 但 由 正 菇 群 
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性 质 推 知 它 共 有 一 个 独立 参数 , 故 OC3) 群 流 形 是 3 维 空 间 中 的 一 
个 3 维 表 面 .这 个 表面 的 精确 太 小 和 严格 形状 无 闫 紧要 ,而 它 的 拓 
扩 性 质 是 与 此 群 紧密 相关 的 。-… 般 说 来 ,每 个 连续 群 都 与 某 个 空间 
Ys 的 代数 表面 相 联 系 , 而 这 个 表面 就 是 此 群 的 流 形 群 流 形 ， 
它 的 维 数 即 为 连续 群 群 元 独立 参数 的 个 数 。 


1 一 3 同 伦 和 辐 伦 群 


设 <T, 丰 是 个 拓扑 空 间 ,T 二 C50,1] 是 由 0 到 1 的 全 体 实数 集 。 
营 连 续 咒 射 a : [了 满足 xs(0) 一 和 :ea(1) 一 二 二 E 了 , 则 称 = 是 
一 条 从 扣 到 去 的 “道路 ”。 

在 拓扑 室 间 4T > 中, 若 们 的 任意 两 点 所 和 训 都 存在 -条 从 
to 到 所 的 道路 , 则 称 (7.* 为 道路 连通 拓扑 空 河 。 

设 a 是 从 4 到 4 的 一 条 道路 .8 基 从 十 到 ts 的 一 条 道路 , 则 
定义 道路 菲 积 Ba 蚌 从 到 # 的 -- 条 道路 ,其 中 

c(26) , (0cE3 
paté) = (5.1.1) 
B28—1) (SE) 
而 a 的 站 道路 a! 是 从 到 的 道路 ,其 中 
a '(é)=a(l—£) 
不 难看 出 ,这样 定义 的 Bo 也 是 1->T 的 连续 瞻 射 。 
定义 : 设 x 和 器 是 从 避 强 二 的 两 条 道路 ,如果 看 在 一 个 连续 
上 映射: 1@1-~7 ,使 得 
Flé=O,S =to FE = ,£,) = 
Fé BO mot FE 名 二 1) 一 BE ) 
则 称 a 与 8 是 同 伦 的 , 记 为 ac28。 连 续 恨 积 贞 射 已 称 之 从 < 浊 有 
的 伦 移 ,参看 图 5.2。 类 于 道路 同 伦 有 有 以 下 由 个 定理 ， 
定理 1 :道路 问 伦 是 一 种 等 价 次 系 . 即 (lac2a。(2) 若 a228， 
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图 5,2 道路 a 和 8B 辣 伦 
则 ep2a(33? 若 e528,.8527 ,出 ac27y， 


定理 2; 向 果 oa NB, arB 有 定义 ; 贡 a 也 有 意义 1 
而 且 Pa B, 。 

定理 3: 若 a.52a,, 则 a oa, 。 

从 辣 伦 定义 可 知 ,着 两 条 有 共同 起 点 和 终点 的 道路 同 伦 ,就 存 
在 一 种 连续 变更 的 方式 ,如 同一 条 不 断 变 形 的 橡皮 筋 ,从 一 条 道路 
逐渐 重合 于 另 - ` 条 道路 .在 普通 的 欧 氏 空间 中 ,一 切 有 相同 始点 和 
终点 的 曲线 (道路 ) 者 是 同 伦 的 ,但 是 ,空间 内 有 ~- 条 直线 作为 制 
线 , 忆 就 不 再 是 连通 的 。 如 果 你 熟识 电磁 学 的 安培 环 路 定理 ,就 容 
易 理 解 它 。 在 通电 直 导 线 周围 , 环 路 可 取 任 意 形状 ,这 些 环 绕 导 问 
的 环 路 都 是 同 伦 的 ,正如 同 ~- 个 殴 皮 筋 可 不 断 变形 ,从 一 个 环 路 变 
到 男 一 个 环 路 ,但 无 论 妍 何 变 形 也 无 法 比 过 这 根 无 限 长 载 流 导线 。 

按照 (5.1. 1) 式 道路 乘积 的 定义 , 莉 虑 始点 一 终点 一 ET 的 
闭合 道路 ,而 只 由 -点 z 构成 的 * 闭 合 * 道 路 称 之 零 道 路 ,任何 与 
零 道路 同 伦 的 道路 称 之 零 同 伦 。 

令 人 代表 与 道路 同 伦 的 一 切 道 路 集合 , 陈 之 一 个 同 伦 类 ， 
显然 同 伦 类 a》 的 一切 道路 的 始终 点 都 相同 , 生 可 相 瑟 连续 映射 。 
两 全 同 伦 类 莱 积 定义 为 


Cat 二 (oP),(08 有 意义 ) (5. 1. 2a) 
而 同 伦 燃 ko 的 遵 (ay-: 定 六 为 
《ay 1 一 (ay (5. 1. 2b》 
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湿 < ,让 是 个 拓扑 空间 . 抽 全 体 始 点 二 终点 二 zoET 的 道路 
课 合 将 形成 若 地 同 伦 淡 . 苦 以 .1. 1 定义 的 道路 乘积 和 道道 路 分 
别 作 为 狼 的 枉法 和 道 运 算 , 亚 然 这 些 轴 伦 伙 的 道路 集 将 构 威 个 
拌 . 称 此 嫩 为 折 扑 空间 (的 以 为 基点 的 基本 群 。 零 道路 中 
此 本 妊 的 丫 伍 无 素 . 而 对 每 个 着 路 rozyxe 部 有 条 道道 路 royrzo 
存在。 任何 目 道 路 乘积 仍 是 其 个 道路 辣 伦 类 ,下 然 结合 律 也 成 立 ， 
通 笛 艾 称 基 本 群 为 1 维 问 伦 群 ,并 记 为 GCT xzo)。 
定理 4: 设 了, 大 是 连续 拓扑 空间 ,而 二 怕 生 人 是 任意 两 点 ， 
则 也 Tt) 和 五) 同 构 。 
该 定理 说 明 ,与 连 道 拓扑 空间 相 联 系 的 一 个 提 象 群 是 以 其 仁 
意 点 为 基点 的 基本 群 。 通 过 多 和 下 欧 和 机 映射 可 将 基本 群 的 概念 推广 
到 一 般 癌 伦 群 ,虽然 本 肯 在 讨论 广 群 时 并 未 二 接 涉 及 到 它 , 但 在 粒 
子 物理 理论 中 常常 会 碰 到 这 个 抽象 的 牛 扑 概念 。 
设 了 了 基 拓 卸 空 间 , 诺 芽 是 个 过 长 为 1 的 维 方 体 的 点 集 ; 即 
= EE 0S,=112 4)} 
刀 果 胰 轩 了 和 才 : 太 -了 并 满 是 f(t yt 一 (C01ter "pfn): 则 
可 由 了 得 gg 定义 一 个 粘 接 有 映射 或 和 映射 上 2: 一 卫 ， 
fl2t tor ta) 0s 
hltistyr sts) = {53.1.3) 
g 2 lt do) EEl 
天 以 “十 "和 作为 代数 运算 米 代 表 了 与 的 和 上 映射, 记 为 hh 一 f 二 多， 
并 参 大 图 5. 3。 
若 取 工 中 其 定点 z, 作为 址 点 ;而 子 集 入 TC 县 这 个 n 维 方 
栖 的 边界 点 集 ,好 AT= {nwt E7| 了 nC-4) 一 0}。 外 圈 
MT 小 诺 一 切 映 时 站 一 了 和 A 一 zs 的 集合 ,好 
MA rd}= {FF AAT , x))} 
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图 53 上 与 三 的 精 接 映射 
ad 67 zo) 中 蚜 射 了 与 g 的 同 伦 关 系 为 ft2g: (7 人 AT) 一 (了 T， 
X00); 全 阿古 ro 为 有 下 一 十 出 伦 晤 币 的 集 台 , 著 以 


《5. 1. 3) 式 定义 的 我 数 运算 * 十 ”作为 同 伦 类 H.CT ,zo} 中 道路 的 丑 
法 运算 , 则 可 以 注 明 该 同 伦 类 将 构成 -个 焙 , 称 ,CT szo) 为 以 ro 
为 基点 拓扑 空间 人 的 第 ”个 同 伦 群 (或 2 维 同 伦 群 )、 当 zz2 时 ， 
五 rzo) 总 是 阿 贝尔 狂 , 故 以 * 十 "作为 同 伦 穴 的 乘法 :而 当 ， 一 1 
时 , 即 为 天 在 基点 ro 处 的 基本 群 卫 (TT,xr0), 它 通常 是 个 韭 阿 风 尔 
群 , 赵 直 本 群 常 上 以 "， ”作为 铬 的 代数 运算 ,如 果 仍 用 "十 "作为 东 本 
群 乘 法 , 则 须 评 意 运 竺 次序。 


$5.2 拓扑 群 和 李 群 


在 给 出 拓扑 铬 的 严格 定义 之 前 , 先 若 虑 一 个 最 简单 物理 上 感 
兴趣 的 连续 群 忌 (1), 它 的 群 元 可 用 一 个 模 为 1 的 复数 Re 一 "来 标 
人 征 ,0 委 9<2r。 每 个 群 泡 对 应 于 单 你 圆 于 二 一 点 或 实 轴 RR 上 财 区 
癌 5o2z 利 一 个 局 :该 必 人 ?的 套 流 形 是 1 维 的 。 物 理工 ,局 ) 群 
浆 带 以 某 种 何 守 拒 相 联系 的 阿 贡 尔 规 范 变 换 群 而 存在 。 

物理 上 更 重要 的 乓 赴 群 是 前 澡 讨 论 过 的 各 种 棕 典 群 , 它 实 际 
上 十 有 有 限 维和 失 量 空间 的 线性 变换 群 , 其 每 个 群 开 对 应 一 个 非 奇 蜡 
方 征 阵 ,并 以 重 阵 息 法 作为 群 的 代数 运算 。 习 慨 上 以 命名 来 反 申 从 
种 经 典 群 群 元 的 性 奈 ; 刀 时 套 元 对 应 的 卡 奇 异 年 阵 没 有 其 的 限制 ， 
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则 群 的 和 名字 用 字 岩 二 线 持 六 若 群 匹 十 系 正 矩阵 , 则 以 字 十 赤 ( 妇 
下 ?来 标 征 ; 正 变 官 阵 和 行列 式 为 1 的 算 阵 群 分 别 用 字母 和 8 
来 命名 ,其 实 ,任何 一 个 连续 群 都 可 视 为 某 种 矢 基 空间 的 线性 变换 
振 . 竺 个 群 元 都 是 该 空间 的 百 身 了 映 射 .直面 以 具体 实 倒 来 前 明 连 续 
三 和 连续 变换 群 的 统 -性 , 且 电 后 者 可 方便 地 导出 群 的 结 梅 函数 。 


2 一 1 ”拓扑 群 (连续 群 》 


设 好 是 = 维 实 流 形 , 其 中 任 一 点 对 应 定 域 翁 标 系 中 一 个 = 维 
矢量 如果 于 中 任 一 对 点 (ae ,都 存在 一 连续 有 映射 亚 ; (28,4) 一 
7rE 邓 ,以 = 有 和 > 的 定 域 坐标 表示 其 分 量 关系 为 

,=P Pe Po der 0) = 
简写 为 Y=@D(B;a) (5. 2. 1》 

对 任 一 点 eE 邓 , 还 存在 一 连续 映射 亚 :a-*a ! 二 &, 即 

ax 一 思 (a) ,或 分 量 形 式 为 

(ea = a so pl 5. 2. 2) 
旭 流 形 MM 就 有 一 个 连续 群 与 之 对 应 ,其 群 元 go 与 相 中 一 点 a 有 
1 一 1 对 应 关系 ,又 称 M 为 群 流 形 。 点 a€ 好 的 某 定 域 侣 标 RR 中 
个 分 量 a yao, sa 拾 妊 对 应 着 群 元 g, 的 > 个 可 连续 变化 的 实 参 
数 . 设 群 元 ggs 和 grEeG 分 别 对 应 其 群 流 形 中 2 和 7 点 ,型 群 
的 单位 元 索 go 对 应 于 点 eE€ 村 (通常 为 方便 起 见 , 取 # 为 定 域 坐标 
系 的 原点 ,; 即 = 一 0。 这样 , 群 的 四 条 公理 将 与 映射 中 满 是 的 关系 一 
一 对 应 ; 

TG1. 封闭 性 
Br 一 gp 次 Ba Bar EB7EG 


Fp = (Pa), ai 有 En 
TG2. 闭合 
gr* {ga &) * gi "*& 
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BY; BI = DB, 0) 0) 
TG3. 单位 元 素 

E40 ” Ho Hu Ka * EE 

Bla) =—a,C—B, (ve) 
TG4. 六 元 寄 

Be 有， 一 go 一旦 * fe 


aD De) 

以 上 讨论 可 看 出 ,连续 群 有 两 种 不 同 结 构 : 从 代数 结构 看 , 它 
上 然 旦 群 , 必 服 从 群 的 四 条 公理 ;而 从 拓扑 看 , 它 有 具有 流 形 结 构 ; 最 
后 还 需 指 出 ,虽然 + 维 群 流 形 与 欧 氏 空间 R&R, 是 定 域 同 证 的 ,但 它 
们 在 整 村 七 并 不 辣 凸 ,例如 二 十 六 十 x 二 1 这 个 图 球 玫 面 , 它 是 一 
个 2 维 流 形 , 若 只 考虑 其 上 灶 球 面 ( 或 下 半球 面 ), 其 上 等 一 点 与 
R; 平面 上 十 y 二 1 之 单位 图 团 集 的 点 存在 1 一 1 的 满 映 射 ,这 两 
者 是 柯 有 旺 的 ;然而 整体 看 这 个 2 维 球面 与 R; 的 单位 图 并 不 存在 
1 一 1 的 满 映射 , 即 它 们 是 整体 不 则 肚 的 2 维 空 间 。 正 如 - “个 平面 
橡皮 膜 可 连续 变形 为 于 个 球面 ,但 孝 无 法 将 其 连续 变 为 一 个 完整 
妹 面 。 群 流 形 往往 类 似 于 这 种 球面 拓扑 结构 ,= 维 群 流 形 只 与 民 。 
存在 定 虞 于 盱 关系 ,通常 定 域 坐 宗 系 原点 往往 取 为 单位 元 素 对 应 
的 点 。 

向 困 (5.2.1) 式 和 5.2.2) 式 中 的 BCB;2) 各 亚 ta) 都 是 a 和 和 8 
的 解析 消 数 , 即 相 对 a 和 六 .的 各 级 导数 都 存在 , 则 称 这 样 的 解析 
群 流 形 所 相应 的 连续 群 为 > 维 李 群 。 

2 一 2 ”连续 变换 群 和 结构 函数 

设 MW 为 + 维 群 流 形 , 如 果 其 中 任意 一 对 点 08,a) 存 在 连 继 映 
、 身 :C80 YE Mf; 而 民 , 为 4 维和 拓 忆 袍 间 , 其 中 每 点 + 可 用 誉 标 
Tris 米 标 征 。 若 存在 一 可观 射 ;MOOR,-*xR,- 则 流 形 全 

了 号 了 


中 点 a 对 应 群 元 gy 它 将 RR 的 点 经 了 而 变换 到 广 点 ,其 华 慰 分 
让 为 
=f FT A ii) 


或 简写 为 


并 aa] (5. 2.3) 
如 果 映 射 扬 是 和 >x 的 连续 晤 数 ,并 满 吓 茶 件 : 
G1, 封闭 性 


aE MXE RY =p R, 
z= (1 3 A) EER, 
FG?. 结合 律 
Ba* (ga* x) = (gs - pga) 
FF = fID)) 
FG3. 单位 元 素 
Kit 
PAE 
FG4. 道 元 素 
i ” (goer) op * (gs) =g, 0 nT™I 


fF FFI sD) 一 六 (zi 名 (aia]) 一 二 
则 喘 射 和 子 将 构成 一 个 连续 变换 群 。 实 奈 上 每 个 连续 狼 都 可 视 为 连 
续 变 换 群 的 -种 特殊 情况 ,只 要 证 R,=M 和 f=。 如果 上 又 是 了 
和 的 连 绪 解析 确 数 , 则 集合 了 上 构成 变 搞 李 群 。 由 于 B08;Q) 完 全 
决定 了 拓 压 秤 的 结 枝 , 授 常 称 它 为 拓扑 和 群 的 结构 阔 数 。 下 而 将 操 
到 , 异 助 于 变 挽 李 群 可 方便 地 求 得 该 李 群 的 丫 构 函数 ,从 而 可 进 一 
步 研 窜 此 群 的 性 质 。 
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2 一 3 李 群 实例 


以 王 肌 具体 实例 来 前 曲 李 群 和 变换 李 群 的 统 -- 性 ,为 简便 起 
见 , 例 中 所 谓 的 么 元 素 道 元素 实际 是 流 形 中 相应 群 元 的 参数 值 。 
例 1 单 参数 李 群 也 一 az ka 天 0)。 显 然 这 个 单 参 数 恋 换 注 
是 余 的 条 件 。 其 么 元 素 和 道 元 素 分 别 为 we 一 1 和 # 二 二 ,其 结构 思 
数 推 得 的 乘积 苍 素 c=&a; 它 是 个 阿 贝尔 李 群 。 
例 2 实 轴 .上 共 线 恋 挽 的 2 维 李 群 , 它 由 以 下 三 娄 变 换 所 
构成 ， 
《13 改变 R, 上 的 基 秋 e 的 长 度 ; 
《23 平移 坐标 产 点 ; 
(3) 改 变 基 和 取向 ,使 一 ce 二 一己。 
车 记 为 Ri 上 和 任 一 点 ,相对 某 坐 标 系 5t 基 矢 为 6)), 则 卢 点 坐标 为 
xz(p), 按 (a) 变 基 儿 长 度 6 一 (二 oa>>0), 则 户 点 坐标 为 x Cp) 
一 QLx{ 思 ); 而 按 (5) 将 原点 由 0 变 到 一 oy 时; 则 上 点 举 标 变 为 xz'(p) 
一 z(p) 十 gs 如果 疏 变 &H 方 同 , 则 户 点 亡 标 变 汶 x (p)= 二 一 5p)。 
故 这 种 线 诈 变 笑 故 可 慌 示 为 x" = f(ria 1 drone 0, 该 
群 流 形 为 2 维 欧 氏 平面 玉 ,但 存在 一 条 上 一 0 的 制 线 , 其 么 元素 为 
“一 1 一 9. 而 道 元 素 为 和 一 元, 三 一 一 至 。 由 群 乘法 可 求 其 结构 
函数 利 。 因 为 
x" = fr $l "Do) sr = f(r; a a0) * 则 
T= P= arta) i+ p= Part Pat Be 
由 .上 上 式 可 知 该 群 的 结构 函数 为 
PF;0) = Ba ， 
BF a = os PB,, 
不 难看 出 其 傅 数 是 以 和 二 0 为 分 界线 的 两 个 半 平 面 上 的 一 切 点 ， 
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而 多 和 旬 : 又 是 群 参 数 的 解析 图 数 ,不 难 证 明 它 们 满足 群 的 四 个 
公理 , 喜 是 一 个 非 阿 贝尔 2 维 李 群 。 了 柄 然 此 群 流 形 M = R, 一 
《as0veaz), 故 不 是 个 连通 拓扑 空间 。 直 线 人 aa 一 0,a) 将 群 流 形 分 
为 左右 两 半 平 面 ,每 个 半 平 面 是 道路 连通 的 , 称 之 流 形 的 计 . 显 然 ， 
具有 包含 单位 元 素 的 叶 才 能 形成 一 个 连续 于 群 。 

例 3 2 维 线 福 群 GIt2,R)。 

该 群 是 由 全 体 非 奇异 2 维 实 短 阵 构成 ,每 个 群 元 go 由 4 个 
实 参数 ,a ,ms 和 a 标 征 , 即 其 群 流 形 是 个 4 维 曲面 。 它 对 应 的 线 
性 变换 群 为 x 一 x 二 g(a)z, 分 量 形 式 为 

EE EE 

由 此 可 推 得 ;单位 元 素 为 a 二 4 一 1,% 二 4 一 0, 令 deta 一 ma 一 
azas + 其 道 元 案 为 m1 二 a /detasos 一 一 gy/dete,m 一 一 /dete 生 一 
adeta。 结 构 冰 数 为 而 ,一 下 (Bi 一 记 o 十 Pa , 玉 : 一 有 as 十 Ra) 帮 ， 
一 名 oo 十 Pa B= Bet Pm 

尽管 李 群 的 性 质 涉 及 许多 抽象 的 概念 ,但 值得 庆幸 的 是 物理 
上 有 重要 意义 的 李 群 大 部 是 线性 变换 李 群 ,都 可 以 类 似 方式 研究 
它们 的 结构 。 


§ 5.3 李 群 其 它 重要 概念 


3 一 1 间 构 


由 李 群 实例 可 看 出 ,r 维 线性 李 群 的 映射 是 = 个 变量 二 和 > 

个 群 参数 的 解析 渔 数 , 群 的 结构 完全 决定 于 群 流 形 , 邮 李 群 的 结构 

函数 多, 而 与 线 任 空间 没有 必然 联系 。 如 果 有 两 个 李 群 ,虽然 它们 

的 线性 空间 不 同 , 但 只 肥 群 参数 的 定义 域 及 其 结构 函数 一 样 ,好 从 

有 相同 的 群 流 形 ,就 称 它 们 是 回 构 李 群 .例如 以 下 两 个 线性 变换 李 
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群 
TT 二 ox 和 TY (a 
Y =ay 

则 是 完全 同 构 李 故 。 

除 上 述 整 体 同 构 之 外 , 李 群 还 有 定 域 同 枸 的 重要 特征 。 设 对 
和 4z 为 两 个 > 维 李 群 流 形 , 攻 在 么 元 素 附 近 它 们 的 结构 函数 分 别 
为 钾 和 对 ,上 满足 以 于 了 丙 个 条 件 , 则 称 这 两 个 > 维 李 群 是 定 域 同 
构 的 : 

1 存在 1 一 1 映射 M 一 一 上 。 

2 如 果 a,B8E Ma ,BEM, 则 x，8 和 a '! 能 被 确定 的 充 要 
条 件 是 of，P' 和 a''' 可 被 确定 。 

显然 ,两 个 定 域 辐 构 李 群 并 不 一 定 也 是 整体 同 构 。 例如 SOC3) 
和 SUL(2) 是 定 域 辐 构 的 ,两 者 只 在 么 元素 附近 群 流 形 存在 着 1 一 1 
的 映射 ,而 整体 上 两 个 SUC2} 群 元 对 应 着 一 个 5O03) 烙 元 。 


3 一 2 共 轿 类 和 不 变 子 群 


这 些 概 念 和 有 梁 群 相同 ,只 需 强 调 指 出 拓扑 群 的 共 红 类 及 不 
变 子 群 的 求法 。 李 群 实 例 2 中 , 必 一 Ar 一 az 十 ak 天 0 车 选 定 
一 对 群 参数 (aa , 则 唯一 对 应 群 元 癌 。 若 问 亚 些 群 元 与 ge 同类 ， 
只 要 保持 &. 不 变 , 作 群 彩 法 ggg。, 当 gs 跑 过 整个 群 或 8 取 其 
群 请 形 每 个 点 , 则 可 求 得 其 金 部 同类 元 素 。 由 于 

"ggg Tgpr" ~ Pr"t BP zB ) tet Pa 

二 (Bd Bas) 

可 见 与 g; 同类 的 是 保持 a, 不 变 的 全 体 元 素 。 

变 措 群 zx' 一 x 十 8 和 xz' 二 oxte 隆 0) 都 是 2 维 恋 换 李 群 7/ = 
az 十 arka 天 0) 的 子 群 ， 但 前 者 是 个 不 变 子 群 ， 因为 它 包 会 ol 一 上 
的 全 部 同类 元 素 ,而 后 者 仅 是 个 阿 贝尔 子 群 。 

SO 和 SUC) 分 别 是 OCGwD) 和 Gn) 的 不 灾 子 群 。SU (2) 群 
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节 下 面 形式 的 2 参数 变换 子 碍 
[=artby 
1 
中 一 了 J 
这 个 子 群 的 么 泡 素 为 do=1,6 二 0， 共 结 构 函 数 为 BD = asa! 和 D, 
二 usb 十 二 01, 虽然 它 是 个 非 阿 莅 ,但 并 不 是 SU (2) 的 不 变 于 群 。 


3- -3 连通 性 和 叶 


如 果 拜 流 形 内 任意 两 总 都 能 用 一 条 或 多 条 完全 在 此 流 形 上 的 
道路 连 知 起 来 , 则 称 此 群 是 连 适 的 ,否则 称 之 不 连通 群 。 如 绕 定 输 
转动 的 已 6) 群 和 三 维 空 间 真 转动 群 Sok3) 都 是 连通 群 。 然 而 , 例 
2 的 帮 流 形 被 直线 (mm 一 0,o)? 分 为 两 部 分 ,通常 称 每 个 连通 部 分 为 
连续 群 的 上 时。 如 图 5.4 所 示 , 册 于 连结 (1,07 和 (一 1,0) 两 点 的 任何 
道路 必 经 这 某 总 (m==0,02) ,而 该 点 不 在 群 流 形 耻 , 故 它 是 个 不 过 
通 群 。 

旭 果 流 形 中 逐 结 作 意 两 点 的 所 有 道路 都 是 同 伦 的 , 则 称 它 是 
单 连 通 和 的。 如 图 5. 4 中 石 半 平面 叶 中 ,里 于 任意 曲线 (1,0) 一 4 一 户 
能 连续 变形 到 曲线 (1,0) 一 g' 一 p, 即 道路 同 伦 , 放 全 群 x' = 二 x 
十 eto, 疡 0) 是 单 连通 的 。 

内 散 验 形状 的 群 流 形 虽然 是 光滑 而 连通 的 ,其 上 既 无 制 线 也 
无 淹 润 ,但 却 没有 任何 连续 蜡 射 使 之 十 圆 连续 变形 到 过 模 截 面 的 
小 贺 , 故 此 流 形 不 是 单 过 途 的 ,可 见 连 通 性 和 连续 性 不 同 , 后 者 依 
壬 十 - -个 或 多 个 群 参 数 的 连续 变化 ,表现 上 虽 是 连续 群 流 形 ,但 开 
不 一 定 是 单 连通 的 。 对 于 连通 李 群 又 可 根据 其 流 形 中 道路 的 不 间 
伦 类 个 数 志 来 确定 有 重 连通 性 ,如 图 5.5 中 ,图 Ca)? 是 个 双 连 通 村 
群 ,如 果 将 其 内 类 边缘 粘 接 起 米 , 就 是 个 内 轮胎 形 ; 而 图 (5) 是 4 重 
连通 的 ， 
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直线 (=0,02) 
不 在 流 形 内 


左 叶 


全 1 


图 5.4 群 流 形 MM 二 R; 一 《a1 二 03as) 

若 一 个 拓扑 群 有 = 个 连续 参数 和 个 分 离 参 数 , 则 它 的 群 流 
形 是 7 维 的 ,; 且 由 ;个 椒 相 交 的 子 空间 一 一 叶 组 成 ,而 两 叶 间 存在 
着 一 一 对 应 ,通常 只 讨论 包含 么 元 率 屠 一 叶 的 群 解 析 性 ,如果 拓扑 
群 的 群 流 形 基 紧 致 的 , 亦 即 群 参数 空间 蚌 封 闭 而 有 异 的 , 则 称 该 群 


为 紧 致 的 。 


疼 55 闻 插 的 多 重 连 通 性 
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3 一 4+ 李 群 紧 致 性 和 和 群 上 不 变 积 分 


定 忱 :如果 一 个 李 群 流 形 ( 有 限 维 的 实数 或 复数 欢 氏 空间 ?是 
在 界 下 封闭 的 , 则 称 它 为 紧 致 李 群 ,和 否则 称 之 非 鉴 致 李 群 。 

所 请 “有 漠 ” 是 群 参 数 寡 在 群 流 形 的 有 限 球 体内 ,而 “封闭 ” 则 
要 求人 等 个 群 参数 必 在 实数 或 复数 的 闲 区 同 内 改变 。 例 如 ,SO(C23 的 
群 流 形 Rta) ,其 群 参数 取 值 范围 为 0 忒 es 和 2x。 对 于 维 群 流 形 
忍 。 则 要 时 如 委 a 委 总 人 一 1 2 刀 果 从 何 - -个 有 限 的 端点 a 
或 b&b 不 司 样 参数 的 取 值 ,都 将 破坏 群 流 形 的 封闭 性 。 

显然 ,如 采 李 群 G 是 紧 致 的 , 则 站 于 李 群 也 定 是 紧 致 的 (除去 
在 极 少 数 情况 下 ,其 子 李 群 有 时 包含 着 非 封 闭 的 参数 ), 然 而,，- 个 
非 蜂 至 的 李 群 却 可 能 含有 紧 致 子 李 群 ,区 别 李 群 的 紧 致 性 是 很 重 
要 的 ,因为 紧 致 李 群 安 示 论 与 有 限 群 非常 类 似 , 但 对 非 紧 致 李 群 动 
全 然 不 同 。 物 理 上 有 重要 应 用 的 半 单 李 群 是 否 紧 致 ,将 在 李 代 数 中 
有 严格 判 据 。 

例 1 一 切实 数 相 苹 构 成 的 群 吕 然 是 非 紧 致 李 群 。 因 为 群 参 
数 是 实 轩 上 无 界 的 全 体 点 集 。 

例 2 DNSOCNT CON 和 SO) 都 足 紧 和 致 李 群 。 

例 3 标准 的 沙 仓 兹 变换 群 , 它 使 之 坐标 系 Cryzt 沿 坐标 
系 Ozryzt 的 or 轩 以 速度 xz 平 动 。 


CA yy 
cr =Y(ct— x), 人 Oo 
也 一 
7 一 人 一 已) 1 一 < 


念 Y 一 sh-57 过) , 则 上 述 的 坐标 变 摘 和 矩阵 为 
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chY 0 0 —shY 
1 0 0 
ACY}= | C5. 3.1) 
0 1 0 


—shY 0 0 chY 
一 co<yY<oo .一切 (5.3.1) 式 的 室 换 集合 将 形 成 一 个 标准 洛 仑 兹 
群 , 回 时 这 些 审 阵 又 是 该 糙 的 忠实 表示 。 由 于 群 参 数 了 是 无 界 的 ， 
帮 是 全 非 紧 致 1 维 李 群 。 对 于 三 维 空间 和 -- 维 时 间 的 齐 次 和 非 齐 
次 潜 仑 兹 锋 ,不 难看 出 也 是 非 紧 到 的 .而 上 述 的 标准 洛 仑 兹 群 只 是 
它们 欧 子 李 群 。 
根据 恒 排 定理 ,对 于 有 限 群 的 任 一 和 群 上 冰 数 gc) ,都 有 

2 fg) = 2 Far ‘BgsEG 
通常 称 上 式 为 左 不 变 。 类 似 也 有 右 不 变 

2 fg 1) = 2 Fe gEG 


待 别 是 当 fg,)~1 时 , 则 有 221g - 群 的 阶 数 , 车 推广 到 连续 
群 ,自然 对 样 元 求 和 要 改 为 对 群 参数 求 积分 ,这 时 就 出 现 群 上 函数 
录 分 是 否 有 限 和 左右 不 变 关系 能 否 成 立 的 问题 ,一 般 说 来 ,函数 自 
实景 改变 后 的 积分 应 与 原 函 数 不 同 , 故 其 左右 不 变性 需 加 上 一 个 
权重 因子 s.Ca) 和 5.io). 度 有 

je "SoCo0da = | epecoda 《5. 3. 1a) 


让 


| Fo eecoaa= | reoecoaa (5. 3. 1b) 
其 中 ， 

r a B 

EAGLE 二 | da *" | dage ta dps" st) 

, 《5. 3. 2) 

[sc9ga = | ‘da, | “dea,g, Ca yas year 

称 a, 和 为 区 丰 不 变 术 重男 数 , 只 在 (65 3.23) 式 积分 有 限时 ,才能 
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研究 折 扑 群 的 杰 上 请 数 的 不 变 积分 , 当 m 一 c 一 ca 时 , 称 避 为 单 


筑 仓 群 ,面相 分 Y= |aCe)dx 称 之 群体 积 。 如 果 群 流 形 是 多 时 的 ， 
风度 对 各 时 的 不 变 积 分 求 和 。 
定理 1: 如 果 G 是 紧 致 本 群 , 则 必定 为 单 模 群 ,由 对 于 每 个 群 
上 连续 函数 /go) ,其 不 变 积 分 在 在 且 有 限 , 几 
| reeoecoae 注 | aa oo [eur ao 


为 有 限 值 。 若 取 f(a}) 圭 1 ,立即 得 到 群体 积 。 

定理 2: 非 紧 致 李 群 锡 左 右 不 变 税 分 皆 是 无 限 的 。. 

定型 3; 若 所 是 阿 页 尔 或 是 半 单 的, 则 必 是 单 模 群 。 

例 1 正 揽 实数 机 乘 将 枚 成 一 个 单 连 通 单 参数 非 紧 致 阿 贝尔 
李 祥 , 因 测 也 荐 个 单 模 群 .为 了 将 实数 相 乘 变 为 计算 简便 的 实数 相 
加 ,可 取 参 数 :一 ,一 ceo<a<oo ,其 权重 男 数 za) 一 1 对 任 一 实 
盯 数 Fe) 二 fle 和 某 个 实数 t==e" ,都 有 

| ree 二 ay)da = [peda 


面 该 群体 积 却 是 无 限 的 ， 
对 于 紧 致 李 群 , 求 其 群体 积 和 群 土 函 数 不 变 积分 的 关键 在 于 
计算 权重 因子 etay。 设 Fw) 是 任 一 群 上 连续 函数 , 则 有 


| reeecoae 一 jeopacoada (5. 3. 3) 
其 中 为 对 任意 固定 群 元 gi 而 满足 

有 一 有 Ka g(tB) C5. 3.4) 
的 群 产 gz 的 参数 。 最 然 

| rzcods= | opeondr (5. 3.5) 


山 拓 护 辞 的 结构 滑 数 Y=Bta; 扣 可知,Y 是 2 和 六 的 剖 数 ,引进 菲 
可 比 行列 式 
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号 
总 
| 站 


yy_|. 7 _ 
|: : (5. 3.6) 
YH .， 玫 
加 有 A 


岂可 将 55. 3. 5) 式 改 为 
| Freeeceae 二 |f0900) Pda 
和 将 该 式 与 (5. 3.3) 式 比较 可 负 , 权 函数 so 对 所 有 群 参 数 a= (a ,a;， 
00 部 必须 满足 条 件 
a To) oN EL (5. 3. 了》 
为 此 ,我 们 自然 可 取 a 的 任意 方 从 的 信 ,通常 取 么 元 对 应 的 群 参 数 
ax 一 ao 一 0 上 式 伦 为 
5 一 oo/ 号 } (5. 3. 8) 
常数 re? 是 无 英 紧 要 的 ， _ 服 取 ago 一 工 。 
例 2 3502)? 群 , 它 是 个 单 参 数 呵 贝尔 紧 致 李 群 , 故 也 是 单 模 
的 ,其 群 参 数 即 为 平面 转角 6,0<s9<s2z。 其 结 必 画 数 盏 (9 ,8 ) 一 0 
十 人 , 故 其 权重 函数 按 (5. 3. 8) 式 不 难 求 得 (9 一 1， 该 群体 积 为 
太一 于 dB = 2x, 
例 3 SC 是 个 三 参数 紧 致 李 群 ,根据 么 赴 么 模 性 ,其 每 个 
群 元 可 坟 为 | 2 ) ,全 ae 一 cosalemm ,有 一 sinaless ,三 个 群 


U2 


a 
—B" 
参数 取 值 范围 为 0<a 志 ,0<w 芒 2r 和 0as27, 由 该 舒 的 结 
构 晴 数 种 (5. 3.8) 式 可 求 得 其 权重 孙 数 为 


ota) =rta as 0) = isin2e, ~sin2a 
折 以 SUrC2) 的 群体 积 为 Joeyae = da 


例 4 ef 也 是 个 紧 致 单 模 群 ,作为 练习 该 者 也 可 参阅 
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J. PP, EUiott 书 中 附录 4, 其 权重 通 数 为 ot9 ,一 17B8x )sing。 
例 5 点 群 Dw; 是 个 1 维 李 群 。 
Dn —= RDNE Cs,T 0,} 
而 Ri 二 {Ca} 0092xr。 它 同 构 了 SOC(2), 表 有 


|feg olde 一 2 eco7Dd8 
芷 中 了 一 下 一 当 取 flge) = 1] 时 , 则 可 得 到 
该 寿 体 积 为 8r。 
例 6 标准 洛 仑 花 群 是 个 非 紧 臻 单 参 数 李 群 . 由 定理 三 订 知 ， 
这 个 阿 咏 尔 群 是 单 模 的 。 若 以 速度 为 群 参 数 , 按 群 莱 法 可 得 
中 二 
wy) 
工 十 乌 


其 结构 浮 数 为 (wm) 一 并 -5 , 求 权重 淆 数 就 比较 轩 难 , 若 按 


(5. 3,. 1) 式 取 变 量 Y 为 群 参 数 ， 在 自然 单位 时 c 二 1; 则 有 gCY1) 

gC) 一 gCY i 十 ?2) ,这 与 SOC2) 业 似 ,dY 本 身 是 不 变 积 分 无 。 让 

粒子 物理 中 ,Y 称 之 快 度 , 它 基 个 治 仑 北 积 分 不 变 午 。 
Y=sh Cw/ VITF) =th (0) = In et) 

应 该 指出 ,并非 一切 拓扑 群 都 能 找到 恰当 的 权 恒 蚂 数 sz (a)， 
因此 关于 有 限 群 的 -… 些 重要 定 埋 不 能 排 广 到 全 体 过 续 群 。 然 而 对 
于 紧 致 村 群 可 以 找到 恰当 的 祝 重 函数 , 合 之 群 上 遂 数 不 变 积分 成 
立 , 从 而 梧 有 沼 群 的 一 -此 重要 定理 可 以 推广 到 紧 致 李 群 ; 

1 存在 无 限 多 个 可 数 的 有 限 维 不 可 药 表 示 。 

2* 任 一 有 限 维 表示 部 有 等 价 的 么 下 表示 ,而 岗 个 等 价 的 乏 正 
去 示 可 通过 么 正 相似 变换 相 联 系 。 

3” 如果 基 有 限 维 表 示 可 约 , 则 必 完 全 可 约 。 

”两 个 不 可 约 乏 正 表 示 的 年 阵 元 满 是 如 下 下 实 关 系 
Jp CD Cayala)da =,L6w6u6, odadda 


gt =gth gt) = gi 
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5” 不 可 约 表示 的 特征 标 满足 正 交 关系 
| eceoda =6, aCe)de 
6” 表示 不 可 约 性 的 判 据 是 
HH :etayda = {acae 
物理 学 中 广泛 应 用 的 拓扑 群 大 多 是 紧 致 李 群 ,以 上 基本 性 质 
对 研讨 间 一 是 很 有 有 帮助 的 。 


3 5.4 李 群 和 李 代 数 


以 上 只 给 出 了 李 群 的 定义 及 其 一 般 整 体 性 质 , 本 节 将 集中 研 
讨 李 群 在 单位 元 邻 咸 的 局 部 性 质 , 从 而 导出 李 群 的 无 穷 小 生成 元 
及 李 代 数 的 概念 。 李 氏 三 个 定理 提供 了 与 任意 李 群 相伴 随 的 李 代 
数 结 构 , 一 -个 李 群 具 对 应 一 个 李 代数 ;而 李 氏 三 定理 的 逆 定 理 恰恰 
相反 ,它们 将 给 出 与 伍 何 有 限 维 李 代 数 相 华 随 的 李 群 结构 ,但 这 种 
对 应 关系 并 椒 是 一 对 一 的 ,可 能 有 多 个 不 同 率 群 却 对 应 同 -个 李 
代数 ,这 些 具有 相 问 全 代 数 的 李 群 篇 可 从 某 个 单 连 道 李 群 求 得 ,所 
有 这 些 李 群 都 尽 定 域 (局 部 ) 同 构 的 ,但 其 整体 性 质 并 不 相同 ,本 和 节 
最 后 介绍 了 索 劳 Taylor 定理, 由 它 可 从 给 定 李 代数 求 出 相 庶 李 
拜 的 结构 冰 数 儿 ,(3,o)。 这 七 个 定理 将 使 李 群 和 李 伐 数 之 问 具 有 
本 质 上 的 等 价 忻 , 在 实际 应 用 时 是 用 李 群 还 是 李 代 数 要 视 以 哪 种 
方法 更 方便 和 实用 而 定 。 


4 一 1 李 群 的 无 穷 小 变换 及 其 生成 元 


索 非 斯 * 李 (S. Lie,1893 年 ?对 李 群 理论 的 重大 贡献 是 专门 
研究 了 单位 元 附近 的 无 穷 小 变换 ,从 而 得 到 李 群 的 基本 性 质 。 我 们 
先 从 单 参数 李 群 出 发 来 研究 李 群 的 无 穷 小 变换 特性 。 

设 x 二 fria) ,其 群 流 形 是 1 维 的 , 取 参 数 a 的 一 切 可 能 值 ， 
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变换 巴 = ria) 就 将 从 初 位 置 工 变换 所 有 未 位 置 x 。 不 失 一 般 
性 ,我 们 取 初 始点 x 为 sa 一 0, 然 后 连续 地 变动 参数 4, 这 步 使 最 
终 变 到 阅 , 从 而 导致 连续 群 无 穷 小 变换 的 重要 娄 念 。 以 图 5.6 可 


x 


Ba 


Wd 3+0a 

图 35.6 无穷小 变换 

形象 说 明 从 x 一 zx" 有 多 种 路 径 。 一 条 足 么 是 x 二 ftx;0)-*x' 二 

fria) T= 了 (x' ;64), 男 .“ 茶 是 从 直到 z= f(z;4 十 dae); 而 

8a 和 da 都 是 与 a 入 比 的 元 穷 小 量 。 既然 AF(zia)? 是 工 和 参数 a 的 
解析 函 歼 , 则 可 做 级 数 宽 开 到 一 阶 无 穷 小 : 

YC 6) Sa 


bt, 


Fr dau) = flr 10) 
4 


和 一 和 十 dz 一 工 


af Cr;b) 
t+ 


= 人 0 


所 以 dz 一 时 全 2 ha 一 TryBa (5. 4.1) 


如一 站 
临 从 该 灰 群 流 形 相 应 的 结构 陵 数 订 得 
=ab) watda= Ba:du) 
作 级 数 展开 到 一 级 无 穷 小 可 惟 得 


(arp) 了 
da 二 一 禹 ,Sead 
人 一 更 (ada yu) =1/ es C5. 4.2) 
0 = 


将 C5- 4. 2 代入 (55.4.1) 式 得 
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dr = Cr Fa) da 故 有 
可 工 / _ 
Ur) =Vta}da (C3. 3} 
设 上 式 左 方 的 原 函 数 为 vtr ,做 上 上 式 两 边 定 积分 , 当 2 一 0 
we 昌 j ， 而 Zr! : 堵 有 


vr) vr) = | ceyaa 
站 


若 令 y=vCz) yy 一 xz 一 (a)da , 则 上 式 化 为 

Vy 二 = yt (5. 4.4) 
由 (5. 4.4) 式 看 出 , 单 参数 李 群 等 价 于 一 维 平 移 群 ,对 其 总 可 引入 
新 的 群 参数 zt 作为 平移 参数 , 设 其 每 个 群 元 为 RG); 则 有 

R(t * Rte RET RO 1 RO—1) 

- 般 情 帝 下 , 设 r 维 襟 换 李 群 的 么 厂 对 应 的 群 参 数 为 好 一 
(Cara a) ,参照 单 参 数 李 群 图 5. 6; 则 这 个 + 维 李 群 在 么 元 附 
近 的 两 条 路 径 的 万 穷 小 变换 为 

T= Ta dr), fl 


=r 二 dr eo fr Oa) 


diz=7 CT kn) bax 
上 = 1 全 好 一 证 
口 /， 1 rr 一 一 
Dr) = i 2) 《5. 4. 5) 
3 如 一 和 9 
所 以 dc= Unlz aa 05.4. 6) 


设 沙 数 记 (二 Fp) 民工 的 解 折 明 数 , 当 x 作 尤 容 小 
恋 换 时 , 风 记 GC 也 应 作 相 应 改变 。 利 用 (5. 4.6) 式 则 有 


dP) = >» 2 — 2) DU 


:三 1 aa 
Ng See oe 5. 
= oa DU) gr) Ee) (5. 4.7) 
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若 今 。 多 二 2 地， (5. 4. 8) 


则 得 。 dF(r) 二 2 6aX.F(z) (5. 4.9) 
算 符 基 称 之 李 群 的 持 成 元 (无 穿 小 算 子 ),r 维 李 群 则 有 r+ 个 生成 
元 , 称 (1 十 和.X8a.) 为 近 么 算 符 . 当 取 下 (x) 二 z 时 , 则 上 式 就 回 到 
《5. 4.6) 式 ,对 于 任何 线性 变换 李 群 ,由 (5 4.8) 式 可 方 使 求 其 生成 
JLe 

全 1 求 换 变 李 群 x = 二 frya2) 一 az 十 blta 关 0) 的 生成 元 。 

这 是 个 并 参数 李 群 ,其 么 元 对 应 的 群 参 数 为 中 一 1 名 一 0, 则 
由 《5. 4. 8) 式 P| 求 得 二 个 生成 元 为 


mm 3 af 3 2 
X= 2 ua ar cas 60r 下 Br 
af A _ 
弄 ; 二 东 一 一 一 。 
(Kao ,60 区 


由 此 可 求 得 相应 无 穷 小 变换 与 群 参数 关系 为 
六 一 (1 十 2 Xa) Criae,b) 一 z 十 za 十 吕 ， 

所 以 dz 一 江 一 X= 7x6a 二 2, 

例 2 求 SO(C3) 群 的 生成 元 。 

由 第 四 章 可 知 , 这 是 个 3 维 紧 致 李 群 ,对 于 无 穷 小 变换 可 令 其 
正 交 抢 阵 为 4 二 7 十 B, 由 4 4 一 工 推 得 无 穷 小 矩阵 8 十 B=0, 即 B 
为 3 维 疼 对 称 算 阵 , 若 设 三 个 独立 无 穿 小 实 参数 为 .as 和 a,; 则 
有 


0 立 3 — do 
B= — dy | 人 | 
位 > 一 此 | 0G |] 


其 么 元 对 应 二 @ 三 二 0, 由 人 二 Ax 可 得 
2 一 了 十 ost 一 0 一 所 CX, FL ,ds) 
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一 一 41 十 袜 十 art 一 (zialyasyas) 


TI ri rr fra ?3 rs ) 


， 加 Ei 9 a 9 
所 以 X= 之 23; 站 -一 O02, tk rz 2 ri 
0 可 可 _ 
下 :一 2 了 a 一 区 | Xl 于 C3. 4.10) 


以 上 从 线性 变换 李 群 角度 研 过 了 无 穷 小 变换 及 其 生成 元 。 下 
徊 单纯 大 李 群 流 形 上 冉 来 讨论 这 种 变换 及 生成 元 的 表 广 : 式 。 本 章 
$5.2 曾 过 论 了 李 群 及 其 流 形 对 应 关系 ,一 个 7 维 李 群 ,其 每 个 群 
元 必 对 应 r 维 群 流 形 中 一 点 , 设 g(a)==glmarnt}),g(8) 
=gCB BE EE CAB) =, WY, =D, a 
BB) 必 为 这 rr 个 实 参 数 的 解析 尊 数 ,不 类 一 般 性 可 取 么 元 巡 对 应 群 
流 形 的 定 域 原点 ,; 即 g(t0)g(a) 二 gta}g 0) 二 g(t4); 即 对 应 结构 晴 
数 满 足 


SOsa) = 人 Ba;0)=a C3.4.11) 
参照 图 5.6 可 知 ,gt64a) ，g(la) 二 g(a 十 da) ,相应 结构 肥 数 为 

Dutaya)=art da fm 一 1 2 C3. 4.12) 
将 上 式 出 , 在 a 附近 对 Ba 级 数 展开 ,并 上 略 去 雇 次 项 得 到 

一 0a) 十 > ci 入 2| ， ay=a: 二 da， 
所 以 da 一 >) 03) ,C12 

= 7 b=0 
证 .Cia] _ 

令 从 fa 一 pe p20 C5. 4. 13a) 
所 以 da, 一 2 OrlaVdar (5. 4. 13.b) 


设 玉 Ca) 二 Fa ,a,) 为 祥 流 形 中 任 一 场 函 数 , 当 参数 & 作 
微小 改变 到 wdas 时 , 则 (a} 迹 为 Fa 十 da 利用 05.4. 13) 式 
可 得 
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Featda)=F()+ 2 aa, 


一 (1 十 SdaX,) F(a) (5. 4. 14) 
r=1 
其 中 X= Op (Y=1,2,° 7) 《5. 4.15» 
= 


称 XX; 为 李 检 在 拓扑 流 形 上 的 生成 元 。 
当然 ,我 们 也 可 直接 考虑 李 群 么 元 附近 的 无 穷 小 变换 来 定义 
其 生成 元 ,形式 上 可 将 么 元 附近 的 群 元 gC(54) 表 示 为 


、 
gCBar sda) =g(0) + 之 XBa, C5. 4. 16) 
耐 算 子 其。 形式 上 定 交 为 
区 一 lim EOI TE _ A040)| 《5 417) 
Qnr Hp A 可 二 昌 


SBa) 称 之 李 群 的 无 穷 小 元 素 ,而 革 ,Cp 二 1,… 7) 称 之 李 群 的 生成 
元 或 无 穿 小 算 子 。 (5.4. 16) 式 说 明 > 维 李 和 群 的 性 一 无 穷 小 群 元 内 
可 表 为 该 群 么 元 素 肥 其 > 个 生成 元 的 线性 组 台 。 

以 上 介绍 了 李 群 生成 元 三 种 不 间 形 式 的 定义 ,它们 是 完全 等 
价 的 ,以 和 何 种 形式 求 李 群 的 生成 元 更 为 简单 要 视 李 群 的 具体 结构 
而 定 ,对 于 物理 上 常常 奢 到 的 各 种 =” 阶 矩 阵 群 ,可 仿照 (5. 4. 17) 很 
方便 求 出 其 阶 矩 阵 形式 的 生成 元 。 设 + 维 年 阵 冬 元 素 为 Ma， 
-… 4.); 则 
MD, Qo 0) — MEO, ,0) 


立 


俩 如 ,考虑 非 奇异 二 维 实 矩阵 群 ,甚么 元 和 一 般 无 穷 小 群 几 分 别 为 


,二 lim 
sO 


1 0 1 十 ea， Gy» 
MO 一 )， Mmsaresran) —( ] 
0 1 ss 1 十 aa 
故此 线性 群 的 4 个 生成 元 为 
9 i 0 0 1 
X= Mi a a) 人 1 ,X={ 0 小， 
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[| 站 0 
wo xe 
tt 昌 0 1 


本 节 (5.4. 10) 式 绽 出 的 SOC3) 桩 的 生成 ,同样 可 以 窍 阵 形 
式 纵 出 。 因 每 个 尤 穿 小 群 元 AE53OC3)0[ 表 为 


1 | a 
A dd | 一 如 1 Qi 
ts 一 和 1 
0 0 总 10 0 一 1 
所 以 已 一 时 liyXs=|0 9 0|,， 
0 —1 0 1] 0 0 
0 1 0 
有 3 一 | 一 1 0 0 {5.4.18) 
[lo 0o0 


《35. 4. 10) 和 (5,4.18) 两 式 丝 为 S$OC3) 群 完全 等 价 的 生成 上 Et 的 不 同 


4 一 2 亨氏 第 一 定理 


如 辐 生 成 元 具有 不 同 的 形式 一 样 ,其 李 氏 第 一 定理 也 有 不 同 
表述 形式 。 正 面 以 线性 变换 群 为 基础 来 研讨 李 氏 第 -定理 :如 果 
= 为 解析 话 数 ， 则 


= Ur le) (5.4. 19) 
El 


是 Catz 和 W020) 分 别 为 xz' 和 a 的 解析 函数 。 
证 阳 ”参看 几 5.6 可 知 , 李 群 流 形 中 其 群 元 ka) 附近 的 无 宅 
小 变换 (8a) 满 足 gtBo9g(o) 二 gl 十 dw) ,其 结构 函数 为 
[A 
在 流 形 a 点 附近 作 级 数 展 开 到 一 阶 无 穿 小 , 则 有 
da 也 EE 


| Ga, 
B=0 
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om 


玉 - p20 Oo"™ 1 一人) (3. 和 4. 20) 
娃 丰 
DS: _ 
da 一 Oa) don Om dD) 6 C5. 4. 21) 


时 于 Bk) 为 r 阶 韭 奇 中 是 隆 , 它 必 有 道 夭 阵 殉 (a) 存 在 月 满足 
OV VV) TT, P00) = 


所 以 人 ay =- 2 Yul)do C5, 4. 22) 
将 上 式 找 入 65 4.6) 式 , 则 得 
dr 一 2 Le’) 2 aldo 


所 以 于 ~ Ua ?eda (5. 4. 23) 


由 二 大 (Cz;8) 和 号 《a; 肥 篆 为 解析 半数 ,上 Cx ,名 ,Ca) 和 ia) 
也 必 足 解析 函数 , 故 该 定 王 得 证 。 

李 氏 第 一 定理 将 偏 微分 方程 分 解 为 两 个 年 阵 之 积 , 其 中 一 个 
仅 依 赖 于 群 参数 , 另 - -个 只 与 初 条 件 z' 有关。 这 实际 基 求 解 常 系 


数 联 立 偏 微分 方程 组 等 == 27z;() 的 一 种 推广 。 
4 一 3 李 氏 第 二 定理 和 结构 常数 
全 氏 第 二 定理 :7 维 李 群 的 - 个 生成 元 X。 的 对 易 关 系 满足 


CX X= CK (5.4. 24) 
苇 中 心 ,此 为 常数 。 
证 明 : 李 氏 第 :定理 可 改写 为 
A 
一 Clr) Wnuka) (重复 指标 代表 求 和 ) (5.4 25) 
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其 在 在 满 旺 初 茶 件 一 大 Crso) 


过 ir 1 可 2T， 
Go。 da 


Az, 9 了 Dr _ 
训 ( = 让 ( 站) 《5, 4. 26) 
利用 55.4 25) 式 得 


村 可 了 
Ua) FE ue) 一 了 ace? ] 十 [ jaz)) ila) 


一 2 的 唯一 解 的 充 要 条 件 足 


:Hh 


如 rr 
~ (30) Yule =0 (5. 4. 27) 


又 因 
Ratr) Ar ar, 一 


LPGCay (5.4,28a) 


aa ao 
a 3 
ee 2 Cr ya) 《5, 4. 28b》 


将 (5. 4. 28) 式 代入 55. 4. 27) 式 ， 并 将 后 两 项 中 的 三 指标 j' 一 j， 
7 一 上 ,上 一 则 得 


| 
Ca Fu) + (BU) 
Qi 


_930 A 


UA | Fina) =0 (5. 4. 29) 
利用 yo 1 二 B46 上 式 可 化 为 
dl, db, a a9,, 
[ EU Un) wu ne —Ua( 二 和 一“ Om B。 
yy oAUo, at， ;13 Wh 9 
所 以 Br， 上 ar， D, vl da am je0. 
dala) 9 Wa) _ 
车 令 (3 BO) Ce) (3.4.30) 
则 所 起 化 为 
avU AL. 
Ua UC (MU, (5. 4. 31) 
了 


下 打出 看 CCe) 是 否 坎 是 竹 参 数 a 的 函数 。 若 对 上 式 两 边 同时 求 
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信 导 数 取 一 之 5 直 -, 则 (5.4 31) 式 左边 和 右边 分 别 为 


oh f 他 0 Dr DL 
太 过 = Co 2 


品位 OF， ” dr, ® Ar, 


dr, ,9 ti 


丰 边 = 训 (C%CU mtr)) 一 (EC CN tO Ca 了 证 


比较 方程 两 进 推 得 
(这 ceo jco=。 
而 Utz 是 线性 独立 算 阵 元 ,要 使 上 式 在 任意 点 x 部 成 并 ,只 有 


这 说 明 a 与 寿 参 数 无 美的 常数 , 故 称 其 为 李 群 的 结构 党 
数 。 
车 定 必 对 易 关 系 为 
CX RR NO Ry, (5. 4. 32) 
则 根据 线性 变换 李 群 生成 区 的 定 广 式 45 二 8 和 (5. 4. 31) 式 ,再 将 
下 式 第 二 项 时 指环 和 了 二 换 ， 则 得 


， 9 J 91 了 
CX, R= 一 Co 二 pa Urar tina 
tr aU, T Up r 9 
=[U, 让， Cy ar, Es =C, 2 na 
所 以 [KK 一 CA 《5. 4. 33) 


H 呆 见 r 维 李 和 群 的 任意 两 个 生成 元 的 对 易 闫 系 丝 为 这 r+ 个 生成 元 的 
涡 系 数 线 性 组 合 。 前 面 兽 给 出 SOC3) 和 GLCG2,RY) 李 和 群 的 生成 并 ， 
读者 不 难 求 得 它们 的 对 易 关 系 。 


4 一 4 李 氏 第 三 定理 和 李 代数 


李 群 的 结构 以 下 二 个 性 质 , 称 之 李 氏 第 三 定 悍 ， 
1 十 CC 一 《5, 4. 34) 
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2 CC 二 CC 十 CC 一 0 (3. 4. 35) 
证 明 : 利 用 对 蜗 关 系 定 义 式 5C5.4. 32), 可 得 
CR, KIT LX), X10 
CR A RR ,XN 0 
C5. 3. 36) 
将 (5.4 33) 式 代入 以 上 两 式 , 则 可 分 别 和 证 时 李 氏 第 三 定理 . 通 种 称 
《5. 4. 35) 和 (5. 4. 36) 式 为 雅 可 比 恒 等 式 。 
定义 : 设 上 证 数 域 天 (实数 域 尺 . 复 数 域 C 或 其 它 数 域 ? 上 的 
维和 拓 匡 空间 ,对 于 A,8Eg, 若 定义 其 字 积 [A,BIEg, 且 满足 以 下 
三 个 杂 件 , 则 灰 g 为 一 个 r 维 全 代数 ， 
ji” 双 线 性 .对 a,PFEK,A,BEg,;, 有 
[aAtBB CI=atACI + AEB,C) 


CCa4 十 8 交 一 <CC,4] 十 BCC B) 《5. 4. 37a) 
2 礁 零 性 。 对 丁 任意 AEg, 疹 
C4, 4 一 0 《5, 4. 37b) 


3” 雅 可 比 怕 :对 A,B,CEg; 有 
CAB tt ECHBOI 4 二 [IC A BI=0 (5.4.37ec) 
斌 然 出 [4 十 疡 ,4 一 0 可 推 得 [4,53 一 一 [4], 即 李 积 的 震 
零 性 和 反对 称 性 是 等 价 的 。 
出 李 代 数 的 定 六 和 李 拒 三 定理 可 看 出 ,一 个 > 维 李 群 殷 , 若 选 
取 其 全 部 生成 元 XuoCun 一 ,2,…:r) 直 估量 空间 的 基 , 则 集合 
二 人 0XslaER} 将 构成 一 个 r 维 氧 量 定 间 , 苦 进 -- 步 定义 其 中 任 
意 二 个 元 素 站 和 说 的 李 积 恰 为 两 者 之 对 易 甘 系 , 旭 CX,Y]= XY 
一 YX, 由 不 难看 出 & 为 一 个 李 代 数 。 因 a,&ER, 政 称 g 为 该 李 群 局 
相应 的 实 李 代数 ,通常 称 之 字 群 的 线性 化 。… 个 + 维 李 群 ,其 相应 
李 代 数 也 是 = 维 的 ,任意 二 个 生成 无 之 李 积 必 为 这 些 生 成 元 的 线 
作 组 会, 而 于 全 结构 常数 将 雇 定 该 革 代 数 的 结构 ,出 这 外 本 代 数 
四 所 给 李 群 此: .确定 "下 面 还 将 看 到 ,这些 结构 常数 将 提供 该 李 代 
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数 的 一 个 + 维 伴随 表示 (正则 表示 )。 
1 一 5 ” 率 氏 三 定理 的 道 定理 


拿 氏 王 定 埋 给 出 了 本 群 和 李 代 数 的 密切 关系 ,人生 个 他 群 必 存 
在 一 个 相应 的 李 代 数 ; 自 然 估 们 要 问 , 对 于 一 个 给 定 李 代数 ,是 否 
也 必 存 在 相应 的 李 群 ? 其 答案 将 由 李 氏 三 定理 的 道 定理 给 出 。 下 
面 基 给 出 这 三 个 道 定理 的 表述 ,对 证 明 感 兴趣 的 读者 可 参阅 丰 关 
文献 。 

李 氏 第 一 定理 的 道 定 理 ， 

设 二 中.CBio tp 三 1,2,-- 7) 为 27 个 变量 a ,-"…,a, 和 疗 ， 
的 消 数 ;而 二 下 CI 让 二 4) 为 (7 十 nn) 个 变量 zx 
2 和 oa 的 图 数 , 若 它们 满足 以 下 二 个 条 件 ， 


i* 2 Cotx ,其 中 ， 
a0 | 
地 
加 (oa 一 ee go op, 
Wuta) = C0) 
， 2f.(r;8) 
Co |p-o 


2 Ba 和 Us) 在 8=a 二 0 和 z=0 分 
域内 是 解析 图 数 , 则 有 以 下 结论 ， 
1"” 这 个 卫 数 外 .593:o 是 某 个 和 定 域 车 群 的 结构 函数 ,该 李 群 
的 生成 元 为 
和 一 妇 B@u(o) 下 
2 这 万 个 精 数 f(z; 有 将 构成 一 个 线性 变换 李 和 群 ,其 相应 生 
成 元 为 
X= 并 
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李 氏 第 -定理 的 道 定理 ; 饵 果 有 rr 个 解析 无 穷 小 算 神 XX; 构成 
一 个 实 李 代数 g 二 { 久 .}, 则 必 人 存在 一 个 7 维 李 群 G, 朋 GG 的 rr 个 竺 
上 成 元 将 构成 与 & 定 域 同 构 的 李 代 数 。 

李 氏 第 一 定理 的 赣 定 理 : 设 & 为 实数 域 上 7 维 抽 黎 李 代数 , 则 
全 在 在 一 个 相应 的 + 维 单 连 省 李 样 SG, 且 5G 李 代 数 与 &g 同 构 ， 
在 定 域 解析 问 档 的 意 交 下 ,这 个 他 群 是 轮 一 被 给 定 的 李 人 代数 所 次 
A 

从 以 上 讨论 计 看 出 , 李 代 数 和 李 群 名 并 不 存在 1 一 1 的 对 应 关 
系 , 可 能 同时 有 若 十 个 李 群 都 具有 相同 的 李 代 数 ,这些 具有 相同 李 
代数 的 李 群 仅 是 定 域 同 构 的 ,但 其 整体 上 并 不 同 构 ( 例 如 其 群 参 数 
的 定义 域 不 相同 ), 而 这 些 具 有 相同 李 代 数 的 定 域 同 构 李 群 中 只 有 
一 个 是 单 连通 村 和 群 SC ,通常 称 SG 为 通用 覆盖 群 ( 我 们 称 李 群 G 
为 瑟 的 村 次 群 ,是 指 C 与 豆 不 仅 定 域 同 构 , 且 存在 由 C 到 号 揭 
同 态 瞎 射 )。 

为 了 进 - : 步 阅 明 李 群 和 李 代 数 的 对 应 关系 ,下 面 直 接 给 出 一 
个 定理 : 设 为 李 群 0G 到 五 上 的 一 个 村 盖 同 态 蜂 射 ( 即 GG 是 瑟 
的 获 盖 群 ), 则 六 的 同 态 核 DD 是 群 避 的 分 立 不 变 子 群 ,而 且 商 群 
GAD 和 群 豆 同 构 .. 由 该 定理 和 李兵 第 三 定理 的 道 定 理 不 难看 出 ， 
一 个 > 维 实 李 代 数 4 将 唯一 诀 定 一 个 单 连通 李 群 SC , 设 与 SC 定 
域 辣 构 的 连通 李 寿 为 Cr Cn 凡 提 :G3; 则 必 有 SO 到 | 人 Cg :GO 的 
对 应 同 态 映射 分 别 为 广 , fo 下; 而 且 还 可 进一步 证 明 , 从 SG 
到 避 GryG4 的 同 态 映 射 的 癌 态 核 是 分 立 的 , 即 fi 的 同 态 核 DD 
是 SC 的 分 立 不 变 子 群 。 即 对 于 D,== {4) ;存在 gdyg 1 一双 而 
8ESG 的 任意 元 素 , 称 五 为 5G 的 一 个 中 心 ,其 对 应 商 群 Gi 二 5G/ 
DG=1.2.0 ,48) 与 SG 是 定 战 同 构 的 , 即 在 单位 元 素 附 近 它 们 有 
相同 的 实 李 代数 。 其 中 只 有 SG 是 唯一 单 连通 群 ,其 它 G; 续 为 复 
连通 的 .因此 要 寻求 具有 相同 李 代 数 所 相应 的 一 切 可 能 李 群 ,实际 
就 是 求 具有 此 李 代 数 的 单 连 通 群 及 其 可 能 包含 竟 一 切 分 立 不 变 子 
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群 , 它 们 可 以 与 每 个 群 geESGC 对 曙 的 全 体 分 离 元 素 集 {e 来 求 
得 。 虹 然 ,集合 {d 形 成 SG 的 分 离 不 变 子 群 , 调 吕 的 任何 -一 个 于 
绊 又 是 SG 的 分 离 不 变 子 群 ,日 SG 的 任何 分 离 不 变 子 群 也 足 门 


的 子 群 。 
设 有 一 个 2 维 全 群 , 共 元 素 汐 
a _ 
2=(7 ceo 《35. 4. 38) 
本 难 推 得 其 相应 李 代 数 满足 
[XL X= AX C3. 4. 39) 


我 们 想 知 道 是 否 有 另外 李 群 也 有 (5. 4. 39) 式 结构 的 李 代 数 , 则 闽 


cl， ceil 
求 与 4 对 易 的 一 切 分 亢 狼 元 < 一 人 ， 7 由 gd 二 dg 推 得 


at 十 pcd ， ad bedss ca， dnbidl 
人 dy, da ) -人 2 ta) 

(C5. 4. 40) 
显然 要 使 上 式 对 任何 数值 a 和 和 5 和 丝 成 立 , 具 有 ds 二 doi 二 0,dn 
一 避 s, 艾 因 芝 自身 也 是 该 群 元 素 , 只 能 是 ds 一 局 ,=1, 故 此 群 除 单 
位 元 索 外 ,没有 分 离 不 变 子 群 , 即 具有 (5-4. 39) 式 结构 的 李 代 数 只 
有 唯一 的 李 群 相对 应 。 因 此 对 李 群 的 分 类 实际 上 就 简化 为 以 下 西 
个 较 简 单 的 问题 ; 

1 首先 对 … 切 李 和 代数 进行 分 类 , 则 每 个 李 代 数 都 唯 …… 对 应 一 
个 单 连 通 李 群 SC。 

2” 找 出 SG 所 包含 的 一 切 可 能 分 离 木 变 子 群 。 

4 一 6 案 劳 (Taylor7 定 理 

昌 然 前 面 已 建立 起 单 连通 李 娠 和 李 人 代数 之 间 的 一 一 对 应 英 
系 , 但 并 没有 给 出 魏 李 代数 来 确定 李 群 结构 函数 的 方法 ,这 将 由 泰 
六 由理 来 实现 。 
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若 已 知 一 个 > 维 实 村 代数 5 一 { 各 .jr 一 1.2 和 or) 刚 必 存在 
上 唯一 的 -> 维 昔 连通 李 群 SG, 其 > 个 生成 元 正 是 总 ,因为 


区 .一 [Cr 《5.4. 41) 
Ar, 
则 李 氏 第 -- 定 理 可 礁 为 
CO) WN (5. 4. 42) 
9 


如 果 只 状 虑 党 着 过 群 流 形 原 点 茶 一 直线 的 变换 ,车 该 直线 单位 方 
间 兴 基 为 5;, 则 群 帮 只 依赖 于 茜 单 参数 一 Sr, 帮 (5. 4. 42) 式 可 


dzritr) Qt 可 如 _ 
dr 一 了 二 Ai {r) C3.4.43) 


从 起 点 zf(0) 在 Ca) 作用 下 变 为 某 点 xCr) 的 第 i 分量 x,(r} 可 表 
未 为 


= Lg lad OT, 0) C5. 4. 44) 
页 55. 4. 43) 式 可 写 为 | 

ET FO = SW ast KCIT, (C0) 
而 zt0) 是 任意 的 ; 故 上 式 成 立 的 条 件 为 


OD Sp as Kr Tr) 《5. 4, 43) 
上 式 是 满足 初 条 件 TO 一 2 的 矩阵 T(r) 的 一 阶 全 微分 方程 。 
dT, C7) 


dz = 一 =S VO XALTONIT 0) = SNCr OY, 
因 5; 是 固定 茶 方向 的 单位 矢量 , 故 上 式 不 对 4 求 和 。 满 足 
《5,. 4. 45) 式 和 寺 式 的 解 为 


T(r) = > Lt TOAXCTEON YS,;}" 


"= 


一 exP{ TS)G，》 一 仿 exgi 人 5. 4. 46) 
此 解 是 唯一 的 ,对 于 该 直线 上 的 两 个 变换 g (mm 一 Siay 和 人 5CB 
二 $48), 则 有 
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go) gO ei ea Mp P= gh) * ga) 
可 见 遂 过 料 流 形 原点 的 任何 -直线 上 的 变换 , 皆 对 应 普 此 李 奉 上 上 
的 一 个 1 维 阿 见 尔 子 群 , 称 此 为 全 群 的 灰 劳 定理 。 
例如 , 设 有 一 个 2 维 李 代数 为 Xi 一 = 也.X: 一 元， 省 完 取 群 流 
形 滑 直线 rz; 一 rel.0) 变 换 , 由 (5。4，46) 式 可 向 
aa 一 er 喷 
Tg) r=en Ei 
而 滑 直 线 rs: 一 rz0,) 灾 换 时 , 藉 相 应 群 妃 为 
(ey) 二 ge" 者， 
"一作 (az 二 一代 十 as 
若 沿 直线 rSi 一 royat 变换 时 , 则 租 应 群 元 为 
g(r exp{ rcaz 2 te 也 一 < 富 oo， 


所 以 r=g(Trenzrt oe 一 1) 
1 


兰 令 “一 en 一 证 (em 一 D ,不 难看 出 这 个 2 维 李 群 与 前 面 讨 
论 的 2 维 李 群 之 ~4sz 二 是 一 样 的 ,区 其 结构 函数 不 难 求 得 。 
以 上 泰 劳 定理 的 证 明 ,有 只 涉及 流 形 上 过 原点 (oa 一 0) 到 某 点 “ 
一 (aa) 镶 直线 积分 ,但 可 以 证 明 灌 着 原点 到 = 点 的 任意 一 条 
连续 曲线 积分 也 成 立 ,有 兴趣 的 读者 可 参 读 R' Gilmore 外 第 四 
章 i 节 .虽然 上 述 泰 劳 定理 对 李 群 是个 很 有 用 的 结论 ,但 一 般 讲 
它 并 不 能 确保 将 任何 粹 元 都 表示 为 该 字 代 数 蘑 些 元 素 的 室 指 数 形 
式 ,因为 有 些 李 群 的 群 元 对 应 的 参数 在 其 群 流 形 中 与 原点 之 癌 并 
不 存在 连续 的 直线 ,为 此 引入 下 面 定理 将 使 秦 劳 定理 变 得 更 为 有 
力 和 实用 。 
广义 闪 劳 定理 : 紧 臻 李 群 的 每 个 群 元 必 是 其 其 个 1 维 阿 贝尔 
子 群 的 元 素 , 该 村 样 的 样 元 儿 可 专 示 为 上 共 相 应 李 代 数 的 每 个 元 
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素 的 罕 指 数 缘 式 ( 指 数 化 ) 。 

此 定理 仅 适 合十 紧 致 可 群 ,因此 研究 党 致 李 禾 较 韭 紧 致 李 税 
更 简单 些 。 这 样 抽 丰 相 河 认 代 数 的 本 群 与 其 李 代 数 忆 问 的 密切 关 
系 可 用 局 3.7 清楚 地 蜀 明 ,从 以 上 讨论 可 春 出 , 签 求 所 有 的 相互 不 
同 构 李 群 , 则 变 成 了 解决 以 下 三 个 较 简 单 的 问题 : 

《1} 求 出 所 有 相 王 个 同 构 的 实 李 代数 4; 

(2) 求 出 已 4 为 李 代 数 的 单 连通 村 群 .SG 

《3) 东 十 SG 的 所 有 分 立 不 变 子 铬 厂 ,那么 马 一 SG 和 SC 
就 是 以 4 尖 李 代数 的 相互 整体 不 回 构 的 连通 李 群 ,从 币 把 求 不 同 
梅 的 各 种 李 群 问题 简化 为 所 有 不 同 构 的 实 李 代数 问题 。 


| 单 连通 李 群 SG | 
峡 


2 ， 
线 指 
| 性 数 
| 化 | 化 
李 代 数 & 


时 5.7 李 嫩 和 李 代 数 的 对 应 关系 

事实 上 , 虹 想 帕 李 代数 生成 对 应 李 群 上 G 的 元 素 , 通 常 可 膛 
择 适 当 的 群 参 数 并 进行 指数 化 , 群 参数 的 选择 并 个 唯 …, 但 过 各 倪 
在 单位 元 附近 夺 奇 点 。 苦 以 本 代数 的 捧 阵 表达 式 作为 生成 元 ,通过 
对 盾 律 的 指数 映射 ,网 本 得 到 与 单位 元 连通 的 任意 群 元 。 

例如 .对 十 么 模 线 性 群 Stayc) 一 {4EGLEOncyldetd 一 1)， 
其 相应 广 代 数 生 成 元 六 En , 则 辣 形 成 相应 群 元 exp XX) EE 
SEOo) 为 实数 ), 因 其 纪 模 性 要 求 
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detfexBptAE 7 一 expfAtr 一 ] 
即 tr 和 一 0, 故 其 彬 应 李 代 数 为 

snc)— {XEginc) tr =0} 

如 各 模 么 正 群 Sa 一 14EGLCncyldetd 一 1,，41+4 

二 Ev} sn 为 2 维 单 位 矩阵 , 若 总 为 其 相 诬 李 代数 元 素 , 即 生生 
anvc): 风 有 exp CAKYE SU Cn,eyCa 为 实数 ) ,由 其 么 模 么 正 性 得 

可 etteXP(AX TD) 二 1 过 tr 了 X 二 0， 

Cexp ARI [exp (CAR)I—exptAtNt RII = Ex + 
二 一 及 , 故 有 和 之 模 么 正 李 代数 s(n) 二 {XEgltnic) |X1== 一 处 ， 
tr 多 一 0} 一 般 物理 书 鞋 的 指数 映射 常 改写 为 exp (一 iAX), 这 样本 
代数 sat) 中 的 生成 元 式 便 是 厄 米 的 ,这 主要 是 XX 可 方便 地 对 应 
可 观察 物理 量 算 符 , 而 对 结果 并 没有 什么 影响 。 


习 题 五 
5 一 1 求 变 换 群 
二 一 民工 十 由 y 
:_1 
y= oy 


的 单位 元 素 和 道 元 素 , 它 是 稍为 阿 风 尔 群 ? 
5 一 2 试 求 出 下 到 变换 群 的 生成 元 : 
了 一 


yl, 


y=by 
5 一 3 计算 O04) 群 的 生成 元 及 其 对 易 关 系 。 
5 一 4 4 维 实 空间 旋转 群 SO(ay 有 几 个 生成 元 ” 试 写 出 一 般 
形式 。 
5 一 5 保持 一 次 型 一 之 /十 之, 如 沾 变 的 么 模 线 性 变换 群 
称 之 SOCp ;中 群 , 它 有 多 少 个 生成 元 ” 试 求 出 SOC(2,1) 的 生成 元 
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5 一 6 如 下 变换 形成 平面 欧 基 里 德 变换 群 下;， 
1 reas ysingta, 
yy =xsing ycosdtb 
9 是 平面 内 绕 原 点 的 转角 ,a 和 分别 为 洪 z 和 yy 轴 方 面 的 平移 。 
《19) 写 出 平面 内 -一 点 Cx,y 1) 到 另 一 点 (x ,yy :1) 的 变换 矩阵 。 
《2) 求 , 群 对 应 的 李 代 数 及 其 结构 。 
5 一 7 证 明 实数 加 法 群 Ri 唯一 分 离 不 变 子 群 与 整数 群 和 N 同 


5 一 8 证明 实 2 维 线性 群 GLC2 ,RY 中 ,元 素 


经 0 
0 1 | ,20 天 1 
三 


与 其 对 应 李 代 数 BC2, 尺 ?元素 之 癌 不 存在 指数 映射 。 
5 一 9 设 SUt3) 群 的 无 穷 小 群 元 gC50) 以 8 个 无 穿 小 实 参 数 
Bo 二 cy0 一 Cy or ag 一 Ca 表示 
1 caics cics 
Hida)=| 一 cz 十 ic3 1+ics cz 十 ics 
—etics —crtics lic—ics 
试 求 出 相应 李 代 数 的 矩阵 形式 生成 元 ， 
5 一 10 设 8(a 和 (是 李 群 加 的 两 个 无 穷 小 元 素 , 求 证 
gia * gb)g agp) =1+ad (XN, — XR OHA 中 g(a} 和 gg 
《如 分 别 为 gCa} 和 C86) 的 道 元 素 ,Xp 二 1,2,… 7) 是 6 的 生成 
元 。 
5 一 11 证 明 个 + 维 李 代数 其 基 矢 义 , 作 如 下 变换 时 ,新 基 
矢 XX 对 应 的 结构 常数 C2 也 满足 雅 可 比 伍 等 式 ， 


Fr Ty 
X= a X, CX X= CEX, 


5 一 12 写 出 李 代 数 sp C2) 的 无 穷 小 生成 元 ,并 征明 李 代 数 
sp(2) 与 O03) 同 构 。 
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第 六 章 ” 半 单 李 代数 的 正则 形式 及 其 根 图 


前 音 已 阐 基 了 李 样 和 李 代 数 的 密切 关系 ,以 后 只 涯 集中 精力 
全 究 李 代 数 及 其 表示 , 耐 李 代数 只 存在 有 限 个 生 丰 元 ,无 其 是 当 需 
旨 求 全 群 一 切 不 可 约 么 正 表 水 时 ,内需 探讨 更 简单 的 对 应 李 代 数 
的 应 米 窜 阵 表 示 , 从 市 囊 简 化 对 丢 群 的 研究 ， 

第 轩 童 曾 系 统 地 讨论 了 物理 上 常用 的 各 种 线性 群 ,借助 杨 氏 
对 称 化 算 子 及 儿 代 数 ,讨论 了 线 忻 群 的 各 种 不 可 约 张 量 表示 及 其 
于 积 约 化 问题 ,本 章 不 仪 要 对 各 种 单 伴 群 进行 系统 分 类 ,并 以 根 权 
理论 来 研究 各 种 李 代 数 的 根 权 性 质 及 其 表 水 的 权 空间 , 特 划 是 物 
埋 学 家 最 感 兴 趣 的 半 单 全 代 数 敌 了 较 详 细 的 讨论 。 以 上 两 种 李 群 
研究 方法 是 平行 发 展 抽 机 和 辅 相 承 的 ,对 应 用 李 群 玉 解 块 共 体 物 理 
问题 部 是 十 分 有 盖 的 。 


$ 6.1 基本 概念 


定义 夺 1， 刀 困 B 是 李 代 数 4 的 子 集 ; 朋 对 于 任意 的 六 ,YE 
辣 , 在 4 的 李 积 运算 下 缘 满 足 CA .YTEB, 则 称 B 为 4 的 子 代数 。 

如 果 BB 为 A 的 子 代数 , 廿 对 任意 于,YE B, 和 皆 满 足 CX ,YI 二 0 
则 称 8B 这 A 的 阿 凡 尔 子 代数 。 

定 久 .2; 设 B 为 李 代 数 A4 的 子 代数 ,日 对 任意 的 XE B,Y 
万 A, 吏 有 [X,YIjEB, 则 称 B 为 4 的 不 守 子 代数 或 理想 子 代数 
《简称 理想)。 

没 4 是 李 人 代数, 如 有 ZEA, 对 所 有 XE A 篆 满 足 [Z ,XI 一 0， 
则 有 4 再 所 有 的 集合 C={Z} 是 和 4 的 居 大 阿 贝 尔 不 变 子 代数 ,又 
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称 忆 为 4 的 中 心 。 

定义 6.3: 如 果 李 代数 4 的 两 个 不 变 子 代数 4 和 44 满足 
4 一 4U4 di 门 4 一 否则 称 4 为 4 和 4 的 直 和 ,并 记 为 
4 一 4 由 4:. 类 似 地 可 将 此 定 尽 稚 广 到 若干 个 不 变 子 代数 之 直 和 ， 
如 寻 A==AUAstjUA, 有 ANA=D, Cj=1,2 nj 
风 有 A=.@BAD"DA, 《6. 1- 1) 

定义 6.4， 设 4 种 Ai 是 字 代 数 4 的 两 个 子 代数 ,如 果 A4= 
A A A 人 门 及 :== 省, 昌 满 中 CA ,A1DE A A = CA As) 
一 4 , 则 称 4 为 4 和 4 的 学 直 和 ,并 记 为 

A=A(D,A, C6. 1. 2) 

显然 4 为 4 的 不 变 子 代数 ,而 A; 仅 是 4 的 子 代数 , 它 并 非 是 不 
变 子 代数 。 

定义 6.5: 设 4 和 几 是 栈 个 李 代 数 ,如 果 存 在 一 个 从 4 到 
和 4 的 映射 了 满足: 

1” 了 是 1 一 1 满 映 射 , 目 对 于 abECIX,YEA;ACX), 了 (CY) 
七 A 有 

faxXter =af (XI TP YY C6, 1. 3a) 

2° FOLXRYI)= CLANX), FY YY 《6,， 1. 3b) 
风 称 李 代 数 A 与 A4' 辣 构 , 并 记 为 4 宇 A', 称 下 为 同 构 上 映射, 前面 讨 
论 的 SUt2) 和 Oc3) 群 对 应 的 李 代 数 昌 为 同 梅 的 。 显 然 ,两 个 同 构 
的 抽象 李 代 数 共 有 完全 相同 的 代数 结构 ,而 研究 李 代 数 的 基本 问 
题 之 一 就 是 求 出 所 有 可 能 的 互 不 同 徇 的 李 代 数 。 

定义 6.6; 设 4 和 A' 是 丙 个 李 代 数 ,和 如果 存在 一 个 从 A 到 
A 的 浇 映 射 满 足 : 

1 有 Ke 和 十 by) 一 PK 二 BPY) 对 子 aaECiXyrE Ai 
PARPAYIE A' C6, 1. 4a) 

2°PeLK YI) = LPN PCYY) 《6. 1. 4b) 
则 称 4 与 4 问 态 , 称 己 为 同 态 映射 :而 4 四 映射 到 加 中 堆 元 素 
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的 全 体 集 合 B 称 之 该 映射 的 同 态 核 。 不 难 证 明 B 是 4 的 一 个 
理想 。 
以 上 讨论 的 子 代数 ,不 变 子 代数 , 直 和 、 同 构 . 司 态 和 问 态 核 分 
别 与 群 的 子 群 ,不 变 子 群 、 直 积 . 同 构 、 及 同 态 核定 理 一 一 对 应 。 为 
了 对 所 有 不 同 构 李 代 数 进行 分 类 ,还 从 李 代 数 中 区 分 出 单 李 代 数 ， 
半 单 李 代 数 , 可 解 李 已 数 和 短 零 李 代 数 等 ,下 面 将 逐一 介绍 这 些 
概念 。 
定义 6.7， 没有 固有 不 变 子 代数 的 李 代 数 称 之 单纯 李 代 数 ， 
或 简称 单 李 代数 。 即 除 自 身 和 零 元 之 外 , 它 不 包含 任何 其 它 理想 。 
如 一 维 李 代数 必 是 单 李 已 数 ,而 维 数 尖 2 的 阿 贝 尔 李 代数 都 不 是 
单 李 代数 ;不 包含 任何 面 有 的 阿 员 尔 不 变 子 代数 的 称 之 半 单 李 代 
数 . 显 然 , 除 一 维 李 代数 外 ,所 有 单 李 代数 必 是 半 单 的 ,但 半 单 李 代 
数 却 不 一 定 是 单 李 代 数 , 因 为 它 可 能 包含 某 个 非 阿 贝尔 不 变 子 代 
数 。 若 以 小 写字 母 代 表 李 群 的 相应 李 代 数 , 下 面 将 会 看 到 gitn ,ec) 
不 是 半 单 李 代 数 , 而 olnyc) ,stnsc) 和 sp (nyc) 等 丝 是 单 李 代数 ， 
而 两 个 单 李 代数 之 直 和 是 半 单 李 代 数 , 如 of3)Gsat3) 。 
设 g={X 为 > 维 李 代数 ,Xi 一 1, 2 为 中 的 -一 组 基 ， 
则 有 
[夸大 人 一 CeXc (8.1. 5) 
如 同 线性 空间 的 基 矢 可 进行 线性 变换 一 样 , 李 代数 的 基 也 是 可 线 
性 变换 的 。 若 取 g 的 男 - 一 组 新 基 为 {了 X,} ,其 中 
一 aikao 为 非 奇异 -> 维 矩阵 的 定 阵 元 ) 《6. 1. 6) 
由 [XXX 一 CE: 不 难 推 得 
CE=apanCi a i 《6. 1.7) 
显然 由 (6. 1. 6) 式 定义 的 这 组 新 基 同 样 满足 李 代 数 的 三 个 条 件 , 对 
于 r 一 1 李 代数 ,其 对 易 关 系 为 零 , 相 应 李 群 则 为 单 参数 阿 贝 尔 群 。 
当 r 二 2 时 ,该 李 代 数 有 两 个 基 XX 和 导出 CR 十 办 并 ， 
车 取 a=5==0, 这 为 2 维 阿 贝尔 李 代 数 , 若 取 a 关 0, 我 们 可 选 一 组 
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新 基 为 中 一 aX 十 5X 和 X= 二 六,, 则 有 CX1,X2) 一 Xi, 这 表明 2 
维 李 代数 必 包 含 一 个 由 Xi 构成 的 阿 贝 尔 不 变 子 代数 ,可 见 它 不 
是 半 单 李 代数 , 即 2 维 李 代数 不 可 能 是 半 单 的 。 相 应 李 代数 [Xi， 
Xs] 二 0 的 变换 李 群 讶 以 zr 二 x 十 a 和 y' 二 y 十 6 为 例 ,该 变换 李 群 
相应 的 李 代 数 是 两 个 1 维 李 代数 的 直 和 ;而 对 应 CX1,X2] = 二; 的 
变换 群 可 以 zx 二 az 十 bta 关 0 为 例 , 其 中 X 一 之 和 和 Xz 也 ,其 
中 xz' 二 zx 十 b 就 是 该 群 的 一 个 阿 贝尔 不 变 子 群 。 
当 r 一 8 时 ,由 于 结构 常数 必须 满足 二 次 型 的 雅 可 比 便 等 式 ， 

讨论 起 来 比较 复杂 ,但 可 令 (6. 1.7) 式 中 一 上 并 对 z 求 和 , 刚 有 

CA=apanChar! =adgd nC OT— anCh 《6. 1.8) 
从 上 式 可 看 出 , 当 字 代数 基 改 变 时 ,C3 如 同和 失 量 变换 一 样 ,由 于 ar 
可 了 到 任 意 的 非 奇 异 和 矩阵 ,只 要 C$ 不 是 全 为 零 , 为 方便 起 见 ,我 们 总 
可 选取 os 的 一 个 分 量 为 1, 其 余 全 为 零 。 例 如 ,下 面 两 个 李 代数 结 
构 分 别 为 

[Eis 开 oj 一 一 下] 一 一 部 ， 

CY Y= Ys LY]=— YY 人 一 了 
初 看 起 来 这 两 个 李 代数 结构 不 同 ,但 若 取 第 二 个 李 代 数 的 基 矢 变 
换 怎 阵 为 


0 0 一 1 
(a;} = d 1 心 
一 1 0 0 


并 即 可 看 出 这 两 个 李 代 数 结构 完全 相同 .由 此 可 知 , 李 民 数 的 结构 
常数 与 其 划 选 取 密 切 相关 ,如 果 基 选取 谷 当 则 可 使 问题 大 为 简化 。 
下 面 即将 看 类 ,对 于 复 半 单 李 代 数 通常 省 统一 地 选取 正则 形式 的 
标准 基 。 
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$6.2 基 林 (Killing) 型 和 半 单 李 代 数 的 嘉 当 
(Cartan) 判 据 及 其 卡 塞 米 尔 (Casimir) 算 子 


2 一 1 基 林 型 和 完全 反对 称 结构 常数 
设 g 为 r 维 李 代数 , 必 存 在 7 个 线性 独立 的 基 矢 (X}, 且 满足 


CEs R= CR Cv A=I, 2, rr) C6, 2.1) 
由 此 可 定义 &g 上 的 基 林 型 为 
有 mm 一 有 一 人 oo 人 (6. 2. 2) 


gm 是 个 2 阶 对 称 张 最 , 它 反 映 李 代数 所 在 的 维 矢量 空间 的 度 规 
性 质 , 庆 此 又 称 它 为 韦 当 - 基 林 CCartan-Killing) 度 规 张 量 。 田 外 由 
结构 常数 还 可 定义 一 个 全 反对 称 协 变 结构 常数 Co。， 


Cem = gal C6. 2Z. 3) 
下 面 证 明 Cow 是 一 个 完全 皮 对 称 三 阶 张 其 。 由 (6. 2. 2. ) 式 得 
Cm= CO, = CC (6. 2. 4) 


利用 雅 可 比 恒等式 和 结构 常数 的 反对 称 性 ,上 式 可 化 为 
Co 一 一 CCeC 和 一 CHCSC CChCe + CmC CE 


《6. 2. 5) 
显然 (6. 2, 5) 式 对 应 指标 Cesy,r) 轮 换 是 不 变 的 , 即 
C= Cam = Cw 《6. 2. 6) 
由 于 gm 是 对 称 的 ,而 Ch 对 指标 x 和 wv 是 反对 称 的 , 放 有 
Cn 一 一 Cn， 
Cam — {me Co 
Cu 一 Cam 一 一 Co 《8. 2.7) 


可 多 Co 是 个 完全 反对 称 张 基 , 在 对 称 性 分 析 中 利用 Css 比 C5 往 
往 更 为 方 使 。 
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2 一 2 嘉 当 判 所 和 卡 塞 米 尔 算 子 


定理 6. 1( 嘉 当 判 据 ):， 李 代数 g 为 半 单 的 充 要 茶 件 是 其 喜 当 
一 基 林 并 上 园 张 量 非 巡 化 , 即 
detLpg lO C6. 2. 8) 
证 明 ; 如 果 g 不 是 半 单 李 代 数 , 那 未 必 包 含 阿 贝尔 不 变 子 代 
数 , 若 以 带 搬 指标 来 标记 这 个 阿 贝 尔 子 代数 , 因 阿 员 尔 李 代 数 的 结 
构 常 数 忆 为 零 , 故 有 
Em C=C opr CCH =0 
[gm 是 个 2 阶 度 规 张 量 , 即 可 视 为 xXr 和 矩阵 ,由 于 其 第 vw 列 的 每 
个 淖 阵 元 侈 为 零 , 孔 其 行 州 式 必 为 零 ; 如 果 它 满足 (6. 2.8) 式 , 则 说 
汪 5 不 包含 阿 内 尔 不 普 子 代数 , 即 上 5 为 平 单 李 代 数 。 
茎 然 半 单 李 代 数 相 应 的 基 林 型 g 非 退化 , 则 必 存 在 相应 的 二 
阶 对 称 遂 规 度 张 是 g*, 即 
站 《6, 2.9) 
称 ge* 为 半 单 李 民 数 逆 变 其 林 型 ,利用 (6. 2. 9) 式 可 将 该 类 李 代 数 
的 各 种 张 量 上 下 指标 交换 。 
例如 ,su(3) 李 代数 ,已 知 其 三 个 生成 元 的 李 代 数 结 构 光 
[CX KI=6 Xs 


故 有 

Bi 一 CC 一 一 6 一 一 2 

detfegr 门 一 一 8 天 0 
可 知 sae(3) 是 半 单 李 代 数 。 

定理 6.2: 实 李 代数 为 紧 致 半 单 李 代数 的 充 要 条 件 是 其 基 林 

型 的 负 定 性 。 即 

det [gl 0 (6. 2. 10) 
证 明成 辐 ,下 和 面 仅 就 其 负 定 性 敌 些 说 明 。 设 A 为 7 维 实 李 代数 ,gr 
是 其 基 宁 型 。 按 线性 代数 可 知 , 实 对 称 算 律 g, 总 可 通过 相似 变换 
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化 为 对 角 和 矩阵 , 即 
dd OD 


SCe]S = ds 


DO dd, 
虽然 满足 上 式 的 3 矩阵 并 不 唯 -… 但 著名 的 惯性 定律 指出 ,变换 
为 对 角 和 矩阵 的 + 个 对 角 元 案 中 ,其 大 于 雪 、 小 于 零 及 等 于 零 的 个 数 
分 别 是 恒定 的 。 如果- 个 对 角 元 都 大 于 零 , 则 称 gs 为 正定 的 ;车 每 
个 扯 阵 对 角 元 都 小 于 零 , 则 称 它 为 负 定 的 。 至 于 复数 域 上 的 李 代 
数 ,由 于 基 林 型 的 正定 性 是 不 确定 的 , 故 不 可 能 是 紧 致 李 代 数 。 
如 果 将 一 个 = 维 以 { 开 为 基 的 李 代 数 变 为 以 1 为 基 的 李 代 

数 , 其 中 

Y= qa, 
则 由 (6. 1. 7? 式 得 ,其 基 宁 型 相应 变 为 

Be— ge adw Ey 《6. 2.11) 
对 于 实 李 代数 外, 总 可 通过 基 的 实 正 交 变换 将 基 林 型 对 角 化 。 若 占 
又 是 紧 致 单 的 ,其 对 角 化 的 对 角 元 必 小 于 零 , 故 可 通过 某 种 标 度 变 
换 将 基 林 型 的 对 和 角 沅 全 作为 (一 1) ,而 其 非 对 角 元 素 全 为 0, 故 有 

Co 一 gaCw 一 一 BC 一 一 局， 
因此 对 紧 致 半 单 李 代 数 总 可 通过 基底 变换 将 结构 化 为 

[全 er 天 二 Comp 一 一 人 pm 一 一 Co 
车 令 了 二 1,; 则 上 式 化 为 

CFs T=iC pl; (6. 2, 12) 
上 式 说 明 , 对 于 紧 臻 半 单 李 代 数 可 用 完全 反对 称 三 阶 张 量 来 标 征 
其 李 代 数 结 梅 , 故 有 人 称 C-, 为 完全 反对 称 结 梅 常数 。 

设 g 为 7 维 半音 李 代 数 , 若 取 楷 舌 为 {X,} (二 112,…' sr); 还 

可 定义 一 个 新 算 子 C2, 它 与 g 的 任何 元 素 皆 对 易 , 称 Cs 为 g 的 卡 
赛 米 尔 (Casimir) 算 子 。 . 

Ca 一 有 Hoe 《6,. 2. 13> 
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若 取 的 任 一 基 矢 六:, 则 有 
[Car R= a CXRoXo, X= MLK, K+ ga" CX,, NX. 


Kg CK RT NN,) 《6. 2.14) 
将 6, 2. 3) 式 两 这 人 莱 g” 并 对 ao 求 和 , 则 得 

EA Cp— pga gO (6. 2. 15》 
将 上 式 代 入 6. 2. 143? 式 得 

[C2 R= pg" EC LHR RE C6. 2. 167 


土 式 右边 对 指标 p 和 4 是 对 称 的 ,而 Cw 是 完全 反对 称 的 , 故 对 指 
标 ” 和 za 求 和 必 恒 为 零 , 即 
[Cs ,X=0, (Xe 的 任意 元 素 ) (6. 2. 17》 
故 半 单 李 代数 的 卡 骞 米尔 算 子 与 &g 的 任意 元 素 都 对 易 。 拉 卡 
(Racah) 曾 建议 取 如 下 算 符 作为 & 的 高 阶 卡 骞 米尔 算 子 。 


一 CC "Cog XX Ke (6. 2. 18) 
若 {X,} 为 g 的 一 组 基 , 而 
KR" gH 《6. 2.19) 


不 难 证 大 C. 与 g 的 任何 元 索 皆 对 易 。 一 个 7 秩 的 李 代 数 将 只 有 / 
个 独立 的 卡 蹇 米尔 算 于 。 


2 一 3 ”可 解 李 代数 和 莫 零 李 代 数 


给 定 李 代数 4={EeHP 一 1 2 …r) 若 再 以 这 些 基 的 李 芭 
积 所 得 的 元 素 集合 作为 新 李 代 数 4 的 基 , 豆 然 在原 李 代数 李 托 
积 运算 下 ,它们 满 呈 李 代 数 的 三 个 条 件 , 故 称 A 为 4 的 导出 李 
代数 。 形 式 上 可 表示 为 
[4 ,4 一 4 各 (6. 2. 20) 
显然 4 是 4 的 不 变 子 代数 .以 2 维 实 一 般 线性 群 GILC2,R) 
为 例 , 共 李 代数 git2,R) 的 四 个 生成 元 结构 为 
CX R= — Kos LN, R= XX E0 
[Xs 汪汪 E 一 用 全 一 一 其 2 [XX 二 到 
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苦 玻 上 导出 村 代数 的 毕 为 Ys XY ,3 一 一 洗 1， {YY} 
如 二 1,243) 将 形成 g1 C2, 有 R) 的 - -个 不 变 李 人 代数。 类似 地 ,我 们 还 可 
以 A 的 甘 和 作 李 开 积 而 得 到 男 一 组 新 基 矢 构成 A 的 导出 李 代 数 
有 A 二 CA ,AD ,显然 有 A 人 也 是 4 和 4 的 不 变 子 代数 。 这 样 继 


续 下 去 ,将 会 得 到 一 个 不 变 子 代数 链 , 若 存 在 月 然 数 &, 即 其 第 天 
级 导出 李 代 数 为 索 时 , 叫 称 A 为 可 解 李 代数 。 
同一 [4 ATI=0 《6. 2, 21) 


如 Es 群 对 应 的 李 代 数 结 构 为 CX,; Xs] 一 成 [XU Xi 
二 一 芝 sr〖 训 ss 玉 1] 二 0, 其 一 阶 导出 李 代 数 的 蕉 为 并 和 Xa， 而 二 阶 
导出 李 代 数 为 零 , 故 它 是 个 可 解 李 代数 ,而 sut2) 是 个 不 可 解 李 代 
数 。 
和 若 将 李 代 数 4 的 李 积 记 为 [4,4] 一 4 ,进一步 求 李 积 [4， 
4 一 4 4 一 [4 4 0 如果 存 在 自然 数 六 ,使 之 
A 二 =0 (6, 2. 22) 
则 称 4 为 震 零 李 代 数 。 显 然 , 霸 零 李 代数 一 定 可 解 ,但 可 解 李 代 数 
却 不 一 定 稳 零 ,此 外 ,还 可 让 明 可 解 李 代 数 的 子 代数 也 是 可 解 的 ， 
矢 零 空 代数 的 李 代 数 了 电 是 若 鹤 的 。 因 此 可 解 李 代 数 和 短 零 李 民 数 
不 可 能 包含 任何 半 单 李 人 代数, 为 了 研讨 他 代数 的 分 类 ,以 下 将 不 加 
证 明 上 弛 引入 两 个 重要 定理 。 
定理 6. 3; 李 代 数 4 为 半 单 的 充 要 茶 件 是 它 可 表 为 若干 个 不 
变 子 代数 的 直 和 , 中 
4 一 4 电 4 四 4 宙 … 中 4， (6. 2. 23) 
其 中 每 个 不 变 子 代数 和 皆 为 单 李 代 数 。 
定理 6.4， 任意 李 代 数 4 几 可 写成 :个 可 解 李 代 数 已 和 一 
个 半 单 李 代 数 久 的 半 直 和 ,名 
A=POBQ 《6. 2. 24) 
这 里 了 是 有 4 的 不 变 子 代数 , 帮 必 组 含 阿 内 尔 不 变 子 代数 ,因此 徐 
人 研 究 全 部 他 代数 的 分 类 问题 ,实际 上 就 赴 此 探讨 全 部 单 李 代数 ,下 
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向 妈 料 介绍 嘉 当 和 大林 早已 给 出 可 能 存在 的 四 个 系列 上 典型 李 代 数 
A C1) 1B (102 ,Dn 宇 3) 和 可 开 个 例外 李 代 数 G,， 


8 6.3 半 单 李 代 数 的 正则 形式 


设 g 为 r 维 半 单 李 代 数 , 所 谓 基 的 正则 形式 实际 是 对 r+ 个 基 
的 一 种 分 解 , 即 嘉 当 分 解 .这 种 分 解 能 系统 地 反映 半 单 李 代 数 的 最 
基本 性 奈 , 道 常 选用 的 颖 当 - 韦 耳 《Cartan-Weyl) 基 和 爹 瓦 累 
《Chevalley? 基 都 荐 正则 形式 的 基 。， 


3 一 1 嘉 当 子 代数 种 李 代 数 的 秩 


若 将 李 代 数 g 中 任 一 元 素 (r 维 先 量 )A4Eg 看 作 算 符 , 则 可 考 

虑 该 算 符 的 本 征 舌 量 和 本 征 值 .一 般 讲 本 征 值 可 能 是 简 并 的 , 称 具 

将 相 同 末 征 值 的 线性 独立 的 本 征 矢 个 数 为 其 简 并 度 。 为 了 进行 基 

的 妖 当 分 解 , 首 先 考虑 = 维 李 代数 g 上 的 本 征 值 问题 , 设 XX,,X,， 
是 二 的 一 组 基 , 对 于 AEg, 它 在 g 上 的 本 征 方程 为 

[A, BI=pB (6, 3. 1) 


其 中 4= 之 arX. 而 妃 - 之 6.X, 称 之 李 代 数 g 相对 于 4 的 本 征 
值 为 p 的 本 征 和 拓 。 代 入 方程 (6. 3, 1) 则 有 

ab. CK, = ph Xpb dX, 
利用 XX 的 线性 独立 性 可 得 到 

CasCh pO)b,=0 
E 式 在 非 零 解 的 茶 件 是 

det| anCu 一 284| 一 0 (6. 3. 2) 
太湖 六 程 (6. 3. 2 下 2 的 > 次 方程 , 它 库 有 > 个 铬 .和 个 个 解 称 之 
的 -一 个“ 根 ”。 对 于 了 = 维 李 代数 ,这 个 很 中 可 能 有 重 根 ( 即 本 征 值 
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存在 简 并 > 。 

定理 6.5 《车 当 定 理 ?: 可 适当 所 取 算 符 4, 若 使 本 征 方 称 
“6. 3. 1) 右 最 多 数 呈 的 不 等 彬 p. 则 对 半 单 李 代数 可 证 明 只 有 po 一 0 
的 崩 才 是 退化 的 , 称 零 根 的 进化 度 5 简 并 度 ) 为 李 代 数 的 秩 ,而 其 
它 韭 零 很 皆 为 单 重 根 { 非 简 并 根 )。 

车 gg 是 秩 为 ! 鸭 全 代数 , 则 和 丰 必 有 1! 个 本 征 矢 HH,(i=1,2,.， 
让 满足 


CA, HI=—0, 一 1 2 {6. 3.3) 
取 这 ! 个 本 征 矢 五 , 是 线性 独立 的 , 即 
CH HO=0, tr?3=1 2 {6. 3. 4) 


则 五 ,6 一 1 2 将 展开 李 人 代数 的 一 个 ! 维 子 空间 , 它 是 4 的 
本 征 值 为 零 的 子 空间 ,通常 称 其 为 & 的 嘉 当 子 代数 ,并 记 为 请 。 显 
然 上 为 阿 风 尔 子 代数 ,而 4 的 一 般 形式 应 为 


A= ZH C6. 3. 5) 
设 (6.3.1) 式 的 其 余 (r 一 站 个 非 零 很 6 的 术 征 矢 为 E, 则 应 有 
CA,E,]=ak, C6. 3.6) 


由 嘉 当 定理 可 知 ,a 是 单 重 根 , 全 部 E, 将 展开 g 的 一 个 (7 一 四维 的 
子 空间 , 它 是 产 的 补 空间 。 嘉 当 子 代数 对 半 单 李 代 数 结构 研究 和 单 
李 代 数 的 分 类 都 起 着 重要 作用 。 


3 一 2 李 代 数 的 正则 形式 和 基 林 型 


李 代 数 的 结构 决定 于 它 的 7 个 生成 元 的 本 积 , 在 嘉 当 分 解 时 ， 
以 上 只 知 其 嘉 当 子 代数 的 结构 ,为 此 还 要 进一步 探讨 [五 ,, 瑟 JJ 和 
CE ,Ej 的 李 积 ,利用 方程 (6. 3. 6) 和 和 雅 可 比 蛋 等 式 得 
CA,CH, EI =— LH, LE. ACE, LA, HI) 
—aLH,.E,.] 
玻 CHivED 也 是 4 的 本 征 值 为 的 本 征 矢 , 又 因 a 为 单 重 根 ; 训 只 有 
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EH FagE,,B C=ad: 06. 3.7} 
系数 m 可 视 为 驴 , 相对 于 本 征 矢 鼎 的 本 往 值 ,利用 (6. 3. 5)， 
《6. 3. 6 种 C6. 3, 7) 式 ,立即 可 得 


ce 一 之 ,ha 《6. 3. 8) 
由 子 集 { 互 ,} 档 成 一 个 上 维 的 亮 当 子 空间 , 藻 取 每 个 一 1, 由 
上 式 可 知 , 恨 a 可 视 为 该 子 空间 的 一 个 ! 维 矢量 ,以 标记 ,而 
是 zs 在 互 ; 方向 的 协 变 分 量 ,通常 称 < 为 根 矢量 或 简称 根 。 再 利 帅 
雅 可 比 恒 等 式 和 (6. 3. 63 式 得 
CA, CE Es)=— CE, CEs, ANI— Ca, LA, EK 
=(Cg+A) LE., Es) 《6. 3.9) 
订 见 [EE 站 是 4 的 本 征 值 为 (a 十 户 的 本 征 矢 , 由 半 单 李 代 数 非 
零 根 的 单 恒 性 可 得 
【五 一 人 《6 3, 10) 
CE 一 0,( 若 台 十 上 不 是 根 》 《6. 3.11) 
[EE 一 CE 41a 一 NwaBopss Ca 是非 零 根 ) 
(8. 3. 127 
定理 6. 6， 若 < 为 半 单 李 代 数 g 的 一 个 非 零 根 , 则 一 也 是 gg 
的 -个 根 。 
证 明 :g 的 基 林 麻 规 张 量 为 
Br— Be— CHC 
若 求 和 指标 只 在 高 当 子 空间 中 取 值 时 避 irj, 丰 二 12… 2 民 表 , 蔡 
仅 在 其 补 空间 取 值 针 以 ,8B,Y 等 代表 ,这 样 对 指标 "和 产 取 值 分 
为 二 部 分 , 故 上 式 可 化 为 
ga=CC HC Cs DY NaCh os 《6, 3.13) 


tp 
由 此 可 看 出 , 当 fr 关 = 一 a 时 ,g。= 二 0, 车 a 是 根 , 而 一 4 不 是 根 , 则 必 
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然 有 det[Lga] 二 0, 即 其 基 林 型 退化 ,这 与 & 为 半 单 李 代 数 相 政 盾 ， 


故 定理 得 证 。 


由 于 可 适当 了 五. 的 归 一 化 因子 ,使 之 
Ha-a— Fes 2a.C, st 2 Cr es 


、 
— fem 
oh pap 
-a 


Ru—= gna—= Ca = oRC%=0 


(6. 3. 14) 


(6. 3. 13) 
(6. 3.16) 


如 果 取 弛 一 已 个 非 零 根 的 排列 顺序 为 60 一 和 Da) 一 


pc 一 po, 则 半 单 李 代 数 的 基 林 再 为 


本 


Ei 1 OO ] 
-Dr 
ce : 10 oO 
入 ur 一 i 
人 > . 
; D1 
I 1 Dj 


其 中 go 为 了 维 方 阵 , 又 四 & 为 半 单 李 代 数 , 故 
det[&ae] 一 Getfa 了 0 7 一 1 2) 


《6. 3. 1]7a) 


C6. 3,17b) 


因而 二 阶 张 量 gx 的 道 张 基 g” 存 在 ,而 gj; 可 视 为 向 根 a 展开 的 ! 
维 根 空间 的 度 规 张 量 , 因 其 行 询 式 不 为 零 , 故 对 应 的 递 度 规 张 量 


号 也 存在 ,由 于 
Ch= gC 
则 结构 常数 已 -可 与 为 


Ca -a "Cor a EC je -ea 一 ET 
一 gaC j= Ed Fo 一 生 " 攻 ai 


a 为 根 wx 的 道 变 笑 量 的 第 分量。 内 此 有 有 


[EE_sd—al, 


[tk 


称 以 上 选 习 的 天, 和 EE 为 g 的 嘉 当 - 韦 于 标 准 基 , 半 单 李 代 数 g 在 


此 标准 基 中 其 正则 结构 形式 为 
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' CH; HO ,j=l12 ,tt) 
CH EJ=a Es, (i1 2 sd) 
[9 《6. 3. 18) 
Ca 十 有 0 十 娘 的 概 ) 


ep 
| 3 0 ta 二 BB 不 是 帕 》 


3-…3 根 矢 量 的 基本 性 质 


证 然 g, 可 视 为 根 笑 量 展开 的 ! 维 根 空间 的 度 规 张 量 , 故 可 定 
义 任 意 两 个 根 矢 量 x 和 8B 的 内 积 为 
(a P=g op = gop,=e pb 
在 此 基础 上 我 们 进一步 研究 与 根 矢 性 质 相 美的 一 些 定理 和 (6. 3， 
18) 式 中 唯一 待 求 的 结构 常数 Ns。 
定理 6.7， 如 困 a 和 7 了 是 g 的 两 个 非 零 根 , 而 (a 十 7) 不 是 根 ， 
则 2Ce YACa* 2a) 是 正 整 数 ,日 7 一 2Ca /fa a) 。x 也 是 - - 
个 根 。 
证 明 : 由 根 的 对 称 性 推 知 一 4 也 是 非 零 根 , 利 用 (6. 3. 18) 式 得 
CE_AEI—N_ osEy ,~— Ey, 
CE Ey. = Ey. 


CB Er = Er_ or 《6 3. 197 
主 式 中 加 撒 的 基 代 表 不 考虑 这 些 蒜 的 归 一 化 因子 。 由 于 根 的 个 数 
有 限 , 则 必 存 在 某 个 第 级 (s 为 某 个 正 整 数 ) ,使 之 


[CELE w=Ey_w: v4e—0 《6- 3. 20) 
根据 李 代 数 结构 , 苦 令 
【 硬 。 瑟 ?ob 一 PH 本 yn (6. 3. 21》 


-- 匡 取 定 基 舌 已; -x, 则 和 用 雅 可 比重 等 式 和 (6. 3.19) 式 不 难 求 得 
上 式 的 结构 常数 jo; 因为 
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wn br a = CE CE .sr Ey d= — CE CEy ys Eed] 

— CEy_ pa CE ELE Ey owe Ce H,, Ey ,] 

Ey ta PE nia oaky 《6. 3. 22) 
故 硬 pni=p a je a) 《6. 3. 23) 
已 知 (十 &) 不 是 棋 ; 当 j 十 1 二 0 时 ,由 (6. 3.21) 式 得 

CE Er mF. ,=0,8 mo 一 0， 
代入 (6, 3. 23) 式 ,经 多 次 佣 推 不 难 求 得 

w=j(a DAD "2) 《6. 3. 24) 
由 《6,. 3. 20) 式 知 , 虽 然 玉 天 0 但 启 -orv: 二 0, 若 取 (6.3.21) 式 
中 7=s( 正 整数 ), 则 有 

CEs Ey DO 一 AI 一 站 
已 知 瑟 - 天 0, 故 只 有 上 + 一 0 将 其 代入 (6. 3. 24) 式 则 有 


n= Ca. ca .0 


又 因 < 为 非 零 根 ; 即 (a。z) 天 0, 故 有 
s 二 2Ca 7)/(Ca， 0)( 正 整数 ) 《6. 3. 25) 

从 (C6. 3.19) 式 推 知 , 若 a 科 了 为 两 个 非 零 根 , 且 Ca 十 7 不 是 根 , 则 
必 存 在 与 此 相关 的 (十 由 个 根 了 ,7 一 &, 了 一 2a,-… ,7 一 sw, 丈 此 定 
理 得 证 。 市 称 这 些 根 为 包含 y 的 # 根 链 。 可 将 该 定理 进一步 推广 ， 
从 而 得 到 根 的 其 它 相 关 定 理 。 

定理 6.8， 设 * 和 6 是 半 单 李 代 数 任 意 两 个 非 堆 根 , 则 n 一 2 
Ca， 育 /Ca， 4a) 是 整数 , 世 B 一 x a 也 是 根 。 

证 明 ; 车 (十 a) 不 是 很 , 则 情况 与 定理 6.7 相同 ,自然 结果 成 
立 。 备 则 由 非 零 根 < 和 户 , 则 知 训 十 ,8 十 29，… 也 是 根 ,但 必然 在 
在 某 个 正 整 数 ,使 之 7 二 户 十 ma 是 根 , 而 了》 二 a 不 再 是 根 。 由 (6. 3. 
25) 式 推 得 。 
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2 2ae (Btma)_ ,20 AB) 
(ay (ga) (a a) 
故 有 nn 二 2 人 2m (6. 3. 26) 
(a a) 


由 上 式 汀 看 出 ,n 必 为 整数 。 再 根据 定理 6.7 的 (> 二 ea 不 是 根 可 
知 , 必 在 在 (Cs 士 1) 个 根 的 售 了 的 a 根 链 ; 
7=P+4mar—a=Bim- a7—s =P—, 


6. 3. 27a) 
及 然 , 正 整数 由 关系 式 mw 十 k 二 s 决定 ,代入 (6. 3. 26? 式 得 
一 2 =h—m C6. 3. 27b) 
(a 。 


柯 列 根 秋 < 于 (6. 3. 27a) 给 出 的 根 链 中 , 故 
它 也 是 根 ,该 定理 得 证 ，。 . 
定理 6.9， 若 a 是 半 单 李 代 数 一 个 根 , 那 末 所 有 “整数 倍 的 矢 
量 &a 中 ,只 有 &,0 和 一 是 很。 
证 明 ; 由 (C6. 3. 9) 式 立即 推 得 
CA, CE E20CE,,E,), 
此 式 表 表 , 若 2& 是 根 , 则 CE,,E,J 应 为 本 征 值 为 2 的 本 征 关 ， 
而 不 应 为 零 .但 按 李 积 定 久 必 有 [EE 二 0, 可见 22a 不 是 根 。 进 -一 
步 对 于 任何 整数 人 >1, 若 &z 是 根 , 则 必 存 在 一 个 包含 24 的 根 链 ， 
既然 24 不 是 根 , 因 而 a(& 污 1) 不 是 根 , 又 因 根 的 对 称 性 可 知 一 上 
也 不 可 能 是 根 。 因 此 只 可 能 存在 三 个 根 ,0 和 一 上 
定理 6.10: 设 # 和 有 B 是 半 单 李 代数 的 附 个 非 零 很 , 则 会 记 的 去 
根 链 所 包含 根 的 个 数 最 多 是 4 个 ,因此 有 
2(a 。 站) 
Ca a) 
证明 ; 当 8=a 时 , 则 含 8 的 < 根 链 只 有 &,0, 一 &, 定 理 自然 成 
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一 4 一 2 一 0, 士 1, 士 2, 士 3 C6. 3. 28) 


亲 ; 而 当 启 尖 a 时 ,车 含 8 的 x 根 链 有 5 个 很 为 一 2g, 一 a 六 , 记 4 
&; 户 十 2&, 则 相应 含 ( 十 24) 的 房 根 链 中 ,由 开启 二 26 一 及 一 2 和 及 
F2z 十 器 一 2(a 十 六 都 不 是 条 ,所 以 含 (6 上 2 的 语 根 链 只 有 一 个 
根 记 上 2a, 夏 由 定理 6.8 推 知 [( 训 +22)7 的 一 0, 同 理 含 (5 一 2a) 
的 辣 根 链 中 也 只有- -个 根 信 一 28), 帮 有 人 [一 24) - 启 二 0, 由 这 两 
式 不 难 推 得 (好 ， 六 一 0, 这 与 号 为 非 零 根 的 荣 件 相 了 矛盾。 这 说 明 售 
闻 的 a 委 链 撒 多 有 4 个 根 , 邑 根 链 中 的 人 * 十 1) 个 根 满 足 * 一 办 十 上 
委 3, 故 有 mm 和 3 和 ES3, 相 应 只 有 
za 已 0, 土 1, 土 2, 土 3， (6. 3. 29) 
(ore a) 
至 此 ,整个 半 单 李 代 数 还 有 一 个 结构 常数 N。e 一 C248 有 待 确 
定 , 通 过 具体 计算 (参阅 民 . Gilmore 书 265 页 ), 可 得 到 Ns 满足 下 
面 的 对 称 关 系 


Naa—=— Nis Na ej—=IN ng. 6. 3. 30a) 
并 规定 相国 子 使 之 
Ngs= —N_,._a—=N_y_e (6, 3. 30b > 


设 a 和 是 两 个 非 等 根 ,车 存在 两 个 正 整 数 mx 和 ,使 之 记 十 m 
a 是 根 ,而 户 十 Cm 十 1)a 不 是 根 ;B 一 如 是 根 , 泣 记 一 信 十 1)& 不 是 
根 , 则 立 肥 可 求 得 


一 ”一 


jn) 
| 2 (C6. 3. 30c) 


总 之 ;对 于 一 个 二 秩 +r 维 的 半 单 李 代 数 g, 可 取 其 ~ 个 基 为 
HiyHar Hi Ba ba Er Ey 合理 琅 根 的 妇 一 北 因 
子 使 之 ge-。 一 1, 称 这 些 基 为 幢 当 一 韦 耳 基 , 它们 满足 (6. 3. 18) 式 
代数 结构 ,其 中 { 构成 该 从 代数 的 一 个 最 大 的 大 维 喜 当 子 代数 
5 区 然 二 屁 平 单 的 , 故 中 不 是 e 的 不 变 子 代数 。 在 这 种 正则 形式 
下 ,其 2 阶 卡 塞 米尔 算 子 应 为 
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N= 


十 一 1 


C=—gHH,t OEEk- C6. 3. 31) 
§ 6.4 根 图 和 单 李 代数 分 类 


根 图 和 韦 耳 Weyl 反射 


前 节 主 要 讨论 了 根 矢量 ,归纳 起 来 有 以 下 几 个 重要 性 质 : 


1° 


pe 


给 出 


苦 ag 足 根 , 则 一 g 也 是 根 ; 


若 3 和 六 是 非 零 根 , 则 澡 二 2 人 “站 和 一 2 “全 千 为 下 
3) (B.A 


若 a 和 户 为 非 零 根 , 则 一 ma 和 a 一 n 也 是 根 ; 
设 p 为 两 个 非 零 根 * 和 占 之 问 夹 朋 , 则 由 性 质 2 和 3° 立即 


ni 


cos'g= 《6. 4. 1a} 


暴 根 的 对 称 性 ,我 们 只 需 考虑 其 夹 租 氨 90" 的 两 个 根 , 即 0 护 g 
扫 90" ,出 定理 6. 10 可 知 , 这 时 天 和 站 只 能 取 正 整数 0,1,2 和 3。 
不 失 普 遍 性 ,可 令 区 宇 n, 则 上 只 存在 下 骨 所 询 出 的 四 种 可 能 性 ; 


Hl 


ha 一 


m 9 两 根 长 比 一 挛 

0 90° 不 定 

! $0 | 《6.4.1b) 
2 45° /2 上 

3 30° /3 


当 二 0 时 , 则 om 必 为 零 , 否 则 由 性 质 2? 推 得 Ca 。 a) 二 0 ,这 与 
a 为 非 零 根 并 盾 ; 而 当 4 二 m 二 2 时 ,由 (6.4.1) 式 推 知 pg 一 0, 只 有 
二 记 , 这 不 需 讨 沦 。 不 失 一 般 性 ,我 们 取 户 为 长 根 ,& 为 短 根 。 由 性 质 
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3* 订 将 & 和 个 成 的 新 要 7 写 为 
了 训 - 2 

. ay 

上 栋 说 明 根 和 括 了 为 根 矢 六 和 一 2 [sosp 5 的 矢量 和 ， 其 合成 矢量 


如 图 6.1 所 未。 新 根 失 7 恰 为 语 相 对 于 垂直 于 根 矢 a 超 平面 的 镜 
你 ,这 种 以 本 何方 法 困 根 和 撩 < 和 闻 求 合成 根 了 的 方法 称 之 韦 年 
Wey]l) 反 射 。 

每 个 非 零 根 都 是 李 代 数 嘉 当 子 空 
间 的 一 个 5 秩 ? 维 失 量 ,每 个 李 代 救 
部 将 对 应 其 特有 的 根 矢 分 布 图 , 称 它 
为 该 李 代 数 的 很 图 。 下 面 特 恨 据 根 分 
布 的 这 些 性 质 , 对 各 类 情况 分 别 进行 
讨论 。 

例 1 对 秩 7=1 的 单 李 代数 ,其 
嘉 当 子 空间 为 1 维 ， 只 可 能 有 了 酌 个 非 
替 根 和 一 a, 如 图 6. 2 所 示 。 

例 2 秩 1 二 2 的 半 单 李 代 数 ， 其 
六 当 子 空间 是 2 维 , 可 分 以 下 四 种 情 


况 讨 论 其 根 图 : 


1 gp=30*。 由 根 的 性 质 可 知 ,18 


D2 = pocosg A (6. 4. 2) 


1 
只 

= 
Ql 


| 
二 V3 |z|, 若 到 短 根 8 在 守 当 子 空间 图 6.2 
让 仍 款 为 (1,0》, 则 长 根部 蛤 标 为 ( 宇 ， 必 3) ,由 根 的 对 称 性 又 知 一 
= 和 一 应 琴 个 根 肯 通过 韦 耳 反射 ,立即 可 得 到 12 个 非 零 根 , 其 很 图 
如 图 6.3 所 示 。 前 常 称 李 代 数 维 数 为 阶 数 ,这 是 个 * 一 12 十 2 一 14 


阶 李 代数 ,以 Gs 代表 。 
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抬 6.3 G; 的 税 图 图 6.4a ”8B 的 各 图 
2” 9 一 45", |B| 二 V2 1al, 由 根 和 性质 立即 可 作出 它 的 8 个 
非 零 根 。r==8 十 2 一 10, 这 是 个 10 阶 李 代数 ,它们 的 根 峰 如 图 6. da 
和 6. 4b 所 示 , 分 别称 为 B; 和 C, 李 代 数 。 


图 6.4b Cs 的 根 图 型 6.5 A; 的 根 图 

3 9 一 60"。 所 时 | 让 一 1z4j, 其 根 图 如 图 6. 3 所 示 ,r 一 6 十 2 一 
8 ,以 4, 代表 , 4, 是 个 8 阶 李 代 数 。 

4” Fp 二 90"。 其 根 图 如 图 6.6 所 示 , 称 它 为 Ps 李 人 代数。 而 DD， 
与 李 代 数 4, 四 4, 同 构 , 因 而 D; 是 -- 个 6 阶 半 单 李 代 数 ,而 不 是 
单 李 代 数 。 

237 


手 6.6 DD; 的 根 辐 
4 一 2 ” 半 单 李 代 数 的 分 类 


已 知 任何 一 个 李 代 数 都 可 写成 一 个 可 解 李 代 数 和 平 单 李 代 数 
的 半 直 和 ,可 解 李 代数 可 逐 级 求 其 李 积 而 推 得 它 所 包含 的 阿 贝 尔 
子 代数 ,而 半 单 李 代 数 总 可 表 为 若干 个 单 李 代数 的 直 和 ,每 个 单 李 
伐 数 的 李 积 仍 为 其 白 身 ,我 们 已 经 研讨 了 半 单 李 代 数 的 正则 形式 ， 
但 至 今 还 没有 找到 :种 普遍 的 正则 形式 来 撒 述 可 解 李 代数 和 非 半 
单 李 代数 , 故 对 这 类 本 代数 至 今 还 没有 完整 而 系统 的 分 类 , 杂 在 物 
理应 用 中 多 为 半 单 率 代 数 。 上 面 仅 讨论 了 i 所 2 的 单 李 代数 ,下 而 
将 对 ! 汪 3 的 高 秩 半 单 李 代数 的 分 类 作 系 统 讨论 。 

0) BCsot2! 填 1) 李 代 数 

以 六 为 便 , 引 入 2 维 空间 的 两 个 起 交 的 单位 矢量 ei 二 (1,0) 
各 6 二 00,1)。 册 图 .4 可 知 ,其 8 个 非 零 银 可 表 为 士 01, 土 ez 十 
el 土 ez: 其 中 正 负 导 可 企 取 ,它们 对 应 的 坐标 分 别 为 < 士 1,0)， 
0, 士 1), 1;, 士 1) 和 (一 1], 土 1)。 这 些 舌 量 凡 加 上 两 个 零 根 矢 就 构 
成 本 Bs; 的 根 图 。 “ 

车 引入 三 个 相 王 稚 直 网 单 位 矢量 6 二 {1,0,0) ,es 二 《0,1,0) 
用 6 二 00,0.10, 则 可 类 似 地 构成 土 e, 和 土 6, 土 eC 天 j vi,j 二 1,2， 

238 


3)18 个 根 矢 , 理 如 上 王 个 堆 根 ,就 构成 了 21 阶 的 吾 李 代数 的 根 
国 。 现 此 在 上 维 嘉 当 子 空间 中 ,可 引入 “个 立 相 王 直 的 单位 天 最 为 
上 一 (1,0， 0) 


c= 0.110,.. 0) (6 ,4,3) 


et= (0,.0,." ,1) 
岂可 类 似 档 成 以 下 22 个 韭 零 很 和 拓 士 ze, 和 士 e 士 Pi 天 六 让 7 1 
2 ,再 加 主 个 等 根 和 天 ,就 构成 了 局 李 代 数 相 庶 的 柜 图 , 肌 
Bi 的 阶 数 为 2 十 1 一 区 227 二 1)。 
C2) Csp20) 李 代数 
若 以 人 6. 4. 3? 式 的 : 个 单位 矢量 为 基础 ,还 可 另外 构造 222 个 
新 从 量 士 2e; 和 士 忆 士 忆 人 天 六 关 j 一 1 2 其 两 个 相 邻 根 矢 顽 
匠 为 43", 长 度 比 为 v 2 ,这 就 是 所 谓 的 Ci 李 代 数 , 其 阶 数 也 是 
2C27 十 1)。 
《3) DCso02 站 ) 李 代数 
从 (6. 4- 3) 式 给 出 的 ?个 单位 尖 晤 ,还 可 构造 出 2 一 1 个 新 
矢量 十 2. 土 2 (i 闫 jisj 二 1,2,…,), 其 相 邻 两 秋江 之 问 夹 角 为 
90° ,长 度 比 为 1, 这 就 构成 李 代 数 ,其 阶 数 7r= 二 2 一 1 十 ?二 26 
一 1)。 
(4 Asatti 十 133 夺 代数 
若 考 赔 i 十 1 维 空间 中 的 4 十 1 个 机 豆 笨 直 的 单位 搓 量 
ei 一 (4100》 
et 一 (0,1;0，…;0) 
a 【6. 4, 4) 
= 0.0, ,1,0) 
epi= (0.0,. 0,1) 
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则 可 得 到 2G 十 访 个 非 零 矢量 e 一 ii 夫 ji 一 1:2， 和 二 1)， 
形 加 上 “个 零 根 所, 就 构成 了 李 代 数 4, 的 根 图 ,其 阶 数 一 2 十 1) 
二 2 二 LU 十 2) ,这 是 个 十 分 有 用 的 李 代 数 ，。 

5) 例外 李 代 数 GF ,Es Ei 利 琴 

C: 他 代数 的 根 图 山 讨 论 过 ,其 阶 数 = 14。 

天 车 代 数 是 在 8, 李 代 数 36 个 根 的 起 础 上 ,再 加 上 16 个 非 
震 根 广 ( 士 后 士 2: 士 c: 士 2 ,其 阶 数 为 52, 其 中 四 个 为 零 根 。 显 然 
下 ,含有 子 代 数 召 ,, 但 吾 , 并 不 是 不 变 子 代数 。 

Es 李 代 数 是 在 A; 的 35 个 根 的 基础 上 ,月 名 上 42 个 非 替 根 
十 /EZ 和 到 (十 4 士 守 士 士 4 十 5 十 59) 士 -2 人 其 第 一 项 


中 必 取 三 个 正 号 三 个 负 号 )。 其 非 零 根 个 数 为 72, 还 有 6 个 零 极 ， 
故 Es 为 78 阶 李 代 数 。 显然 由 e, ME esse) ,Es 和 es 可 构成 st6) 
李 慌 数 的 根 ,而 土 e; 将 构 刻 sz(2) 的 很, 故 有 Es 车 su (06) 中 su (2)， 
但 应 夸 呈 指出 EB 尖 smet6)Dsut2), 因 为 在 EE。 中 述 有 这 两 个 子 代 数 

i 
所 相应 的 混合 根 与 ( 士 el 士 Ez 十 53 士 ey 士 es 十 es) 士 /a 

EE; 李 代 数 是 在 4; 基础 上 ,再 加 上 ?0 个 非 零 根 方 ( 士 书 士 2 
土 ej 士 21 二 2; 十 es 十 21 土 2s) ,其 中 取 4 个 正 导 和 4 个 负 号 ,再 加 上 
7 个 才 根 , 故 才 ; 是 个 133 阶 李 人 代数。 显然 已; 含有 4; 作为 其 子 代 
数 。 

Es 李 代 数 是 在 Ds 的 112 个 非 零 根 的 基础 上 ,再 如 入 128 个 
非 零 根 却 ( 士 刀 士 : 填 6s 士 妈 土 i 士 06 士 6y 士 00)《 其 中 内 取 侦 数 个 
正 号 )。 这 样 共有 240 个 非 零 根 ,再 加 上 8 个 堆 根 , 故 五 是 248 阶 
李 人 代数 ,而 zs 足 瑟 的 :个子 代数 。 

通常 称 4 已 和 六 为 典型 (或 和 经典 ? 李 人 代数, 而 G2, 下, 上;， 
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E; 和 五 。 为 例外 李 代 数 。 
36.5 素 根 和 和 双人 金 (Dynkin) 图 


前 面 已 讨论 了 半 单 李 代 数 的 分 类 ,并 画 了 稚 i! 所 2 李 代 数 的 根 
图 ,而 当 /法 3 时 ,其 根 图 就 无 法 直观 而 完全 地 以 平 而 图 表示 ;为 了 
对 这 些 高 秩 单 本 代数 的 根 和 拓也 能 以 平面 图 形象 地 反映 根 的 性 质 ， 
则 需 引 入 邓 金 图 ,为 此 需 先 晓得 正 根 和 素 根 的 概念 。 


5 一 1 正 根 和 案 根 


设 单 李 代数 秩 为 上 , 按 适 当 顺 序 排 列 其 嘉 当 子 代数 的 :个 基 
总 G=1;2…… 仆 如果 根 矢 的 第 一 个 非 零 坐标 分 量 >0, 则 称 “为 
让 根 ; 若 第 一 个 非 零 分 量 之 0, 则 称 之 负 根 。 旭 B; 的 8 个 非 零 根 坐 
标 分 别 为 人 1,1), 10 1 一 1) ,C0,1), C0, 一 1),( 一 1,1); (一 1， 
和 (一 1 ,一 1), 其 中 前 4 个 是 正 根 ,而 后 4 个 为 负 根 ,一 般 讲 有 一 
半 的 非 零 根 为 正 根 , 男 一 半 为 负 根 。 在 李 代 数 的 表示 论 中 ,常常 涉 
及 到 正 根 的 一 个 新 矢量 RR 起 着 重要 作用 。 
及 一 二 之 人 《6. 5. 1) 
由 C6. 4. 4) 式 给 出 的 单位 矢 与 根 矢 的 关系 ,不 难 求 得 各 种 典型 李 代 
数 的 相应 新 矢量 尺 的 第 ;: 个 分 量 为 


AA: R= 分 十 1 一 i， 1 十 1 


Dp R20 
《6.5. 2) 
局 ， R=2t!l ; 
2 
C,, R= ei, 1 
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定 旺 6. 11: 单 李 代 数 的 每 个 非 堆 彬 7 缘 可 表 为 其 它 西 个 非 堆 
根 和 总 之 和 。 
证 明 : 如 果 恨 子 林 能 写 为 ga 十 Ca,B0) ,; 则 了 和 a 相应 的 术 征 
上 五 ; 利加 必 对 易 , 即 
[Ey, 五 站 一 Da 天 0 一 入 《6. 5. 3) 
这 因为 若 上 式 不 成 立 , 根 据 李 代数 结果 在 
CEr, 天 一 yy 五 ?+ 天 站 
族 存 字 十 2 一 记 >7 一 (一 拉 十 户 , 即 了 必 为 两 非 零 根 之 和 。 可 见 7 不 
能 表示 两 非 圭 根 之 和 的 条 件 足 等 价 于 忆 . 吾 _* 与 所 有 非 零 根 < 相 
应 的 E, 篆 对 易 ,又 因为 
CYH,, 无] = {CE;, Erd, Es — CE LCE-y: Es) 
+ Ey CE EI=0 | 
可 见 由 Ey,E.y 和 YH 二 CREy,EE_y] 鬼 成 的 子 代数 与 由 E.,E-。 及 
@H; 二 [CEs, 忆 _o 《a 关 土 7) 构 成 的 子 代数 是 相互 对 易 的 ,故此 李 代 
数 必 为 半 单 李 代 数 ,这 与 其 为 单 李 代 数 前 题 相 矛盾 ,此 定理 得 证 。 
为 了 系统 研究 恨 的 性 质 , 下面 再 做 根 的 次 序 排列 。 由 (6. 4. 4) 
式 给 出 的 欧 氏 基 2 ,e206 中, 李 代数 的 每 个 恨 括 z= 丝 可 表 为 
a= Ze 
对 十 正 根 4, 它 必 满 足 
EO 0 (6.5. 4) 
四 此 可 对 非 零 根 做 大 小 编 序 ,由 06. 5. 4 式 可 判断 两 个 非 零 根 z 和 
8 之 部, 若 a 一 >0, 则 称 根 a2 大 于 户 , 在 此 基础 上 可 将 / 秩 李 代数 
的 根系 之 2, 分 为 三 个 不 同 部 分 
2 一 2 | 之， 十 2 《6, 5. 5) 
站 从 一 个 正 根 不 能 分 解 为 其 它 两 个 正 根 之 和 , 则 称 它 为 素 要 
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(或 单 根 ?。 例 如 B; 的 姑 个 正 根 (1,0) 和 (1,1) 可 写 为 
和 f1,1? 不 是 素 根 ,而 正 根 人 ,1) 和 (1, 一 1? 不 存在 这 样 的 组 合 ,上 蚊 
Bi 的 二 个 素 根 是 mW 一 00,1) 和 as 一 (it, 一 1)。 

通常 以 豆 来 和 标记 李 代 数 的 素 根 集 , 它 们 是 线性 独立 的 ,每 个 
正 根部 可 表示 为 

之 zt 为 非 负 整数 》 (6. 3.6) 

对 于 2 穆 单 李 代 数 ,恰好 有 “个 素 程 ,它们 形成 了 维 根 空间 的 一 组 
线性 独立 基 和 天 ,任何 非 伶 恨 缘 可 胡 为 这 /上 个 素 根 的 线性 组 合 。 

定理 6. 12: 若 z 和 是 单 李 代 数 的 两 个 素 根 , 则 有 

1° a 一 8 不 是 根 。 

2 mm 为 零 或 正 整数 ) (6. 5.7) 

3° a 与 之 夹 租 只 可 取 90°,120°,135° 或 150*, 设 户 为 长 根 ， 
则 有 


不 定 ,一 90* 
[BE 1 ,0s=120° 
|a|? 2 8 一 135? 
3 ,08,=150° 
证 明 :1" 假 设 «一 =7 了 是非 零 很 , 则 有 
Fe 2 或 2 
这 分 别 对 应 以 下 两 种 情况 : 
a—7+PB, 当 YE >, 
B=at+(—7) ,re > 
以 上 两 种 情况 郁 与 a 和 8B 为 素 根 相 不 盾 , 故 2 一 疡 木 是 根 。 


《6 5. 97 


2* 假定 ( 公 ， ws 下 整数 ,而 由 很 和 拓 性 质 知 


2. 户 < 了 是 根 ,但 水 定理 1 1 局 断定 这 与 “和 有 为 索 根 相 蔬 盾 , 故 
内 订 能 是 Ca， 癌 所 0, 关 虑 舍 的 a 根 链 为 
让 一 zy 站 , 厅 十 2 上 meta 各 为 正 鸭 数 或 零 )。 
该 定理 1" 推 知 &=0, 再 代入 (6. 3. 27) 式 推 得 ,2(& 。 人 AZ Do 一 
一 二 二 一 1 , 故 性 质 2* 得 证 。 
3” 利用 56. 5.7) 式 ,并 仿照 66, 4. 2) 式 的 讨论 ,立即 可 推 得 
《6. 5.8) 式 结果 。 
以 4, 李 代 数 为 例 , 由 (6.4. 4)? 式 可 得 到 它 的 正 根 和 素 概 。 
正 根 se 一 ey ic 
由 于 两 个 正 根 一 eKI 扫 ij 委 站 和 了 一 ai(2 且 jeRS LI 十 1) 之 和 
为 为 一 eC1 扩 i < 站 一 1 信人 站 , 故 正 根 中 不 能 写 为 商 个 正 根 之 和 形式 
只 有 已 一 es 一 :十 1) 这 ?个 素 根 ,上 夏 有 
IC(4D sa =e — eli =i+1), 
类 伺 还 有 其 它 ? 秩 典 型 李 代数 的 案 根 系 为 
Bi):a,me— entlti!—1), 
A = eis 
HCN) :a =e en (lS 1) 
m2ers 
HDN :se =e, ~ en (Ei 1) 
i= Er it er 
当然 ,这 些 素 委 都 是 在 5686. 4. 4) 趟 基础 上 纵 出 的 ，- 般 说 来 , 基 
和 天 选择 不 同 , 索 根 的 上 基体 形式 也 不 相同 ,即使 在 同一 组 基 下 , 素 检 
的 取 法 也 放 以 不 同 。 按 人 6. 4. 43? 式 的 基 舌 , 表 6.1 给 出 了 所 有 半 单 


李 代 数 常 用 的 根系 和 素 根系 。 
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表 6.1 中 的 根 归 化 常数 是 使 其 基 林 型 8,= 之 ,au 一 2 时， 

& 的 上 -从 因 子 。 当 有 一 3 时 :Cg 的 邀 (8 og, , 称 这 样 
的 东 为 嘉 当 - 韦 耳 标准 其 ,而 相应 的 卡 旱 米尔 算 子 为 

C= HFAEE ， (6. 5. 10) 


5---2” 邓 金 图 


单 李 群 的 性 质 决 定 于 柑 应 的 率 代 数 ,而 单 李 民 数 的 性 质 表 现 
为 根 的 分 布 和 相对 长 度 之 比 , 同 时 这 些 根 的 性 质 又 取决 于 其 率 根 
的 分 布 和 长 度 之 比 。 只 要 晓得 率 根 的 个 数 , 夹 角 和 长 度 比 , 涝 即 可 
求 出 碎 有 根 , 因 为 任何 单 李 代数 只 有 长 短 两 类 很 , 若 以 白 猴 “ 〇 ”和 
辕 圈 “大 ” 分 别人 代表 长 根 和 短 根 ,两 素 根 之 间 夹 角 以 一 条 、 二 条 和 三 
条 联结 直线 分 别 代 表 120°,135° 和 150", 而 夹 角 为 90° 时 ,两 案 根 无 
直线 连接 ， 以 这 衬 的 图 形 表 弓 李 代数 的 素 根系 称 之 邓 金 图 。 

若 令 a ,aa er 为 单 李 代 数 的 i 个 素 根 ， 则 有 


Ce 一 “= oo |. &. a (6,5,11) 


取 每 个 素 很 的 单位 夭 区 为 i , 则 于 式 化 为 
CH = 用 =0,1,2,3 (6,5,12) 


如 果 按 以 下 步 又 画 出 李 代 数 的 过 根系 ,同样 可 得 到 与 上 述 完 
全 等 司 的 邓 金 图 ; 

1° 以 实心 黑 圈 “三 "代表 素 根 w， 和 应 的 单位 和 we 

2"。 按 式 (6.5.127 给 出 的 半 条 当 线 联结 = tt, 和 和 x, 相应 的 黑 刚 ; 

3* 在 第 上 个 黑 圈 上 方 标 出 Ca ， ay 的 相对 值 。 

图 67 给 出 了 2 的 平 单 本 代数 相应 的 邓 爹 图。 
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者 大 一 一 一 办 站 一 一 一 一 第 
1 C: 
1 2 1 1 
三 -一 一 一 办 学 -一 一 一 一 履 各 |] 
C 抽 D:=4 OP 4, 


图 6.? il?2 的 李 代 数 邓 金 图 
显然 ,依据 李 民 数 很 的 性 质 , 不 难 推断 单 李 代 数 的 邓 人 金 图 不 会 
断 开 ;每 个 素 根 黑 轿 的 连 线 不 会 超过 三 条 , 且 池 金 图 不 会 形成 封闭 
环 ;其 长 短 素 根 在 池 金 图 上 不 可 能 交替 出 现 。 因 此 ,所 有 i233 的 单 
李 代数 邓 金 图 只 有 如 图 6.8 所 示 的 所 种 形状 。 
设 下 一 (aayazy… 21) 是 单 李 代 数 g 的 过 根系 ,定义 1 阶 方 矩 
陈 4, 其 矩阵 元 为 
A=2{(0, * /Ca Ai) 《6. 5. 13} 
称 4 为 如 的 嘉 当 上 年 阵 。 显 然 4 的 对 角 泡 素 几 为 2, 而 由 定理 6. 12 
可 知 , 共 非 对 角 元 可取 0, 一 1, 一 2 战 一 3, 根 据闻 金 图 不 难 确 定 嘉 
当 短 阵 元 ; 若 素 根 a, 和 a 在 邓 金 图 中 不 相连 , 则 24, 二 4, 二 01 车 a 
二 a 单线 相连 , 则 4 一 4 一 一 1; 若 a 与 名 又 线 连 接 ; 且 a, 为 长 
根 , 则 ,= 一 2,4, 二 一 1: 若 & 与 a 三 线 相 连 , 且 a 为 长 根 , 则 4,， 
一 一 3,4 一 一 1。 了 用 此 不 难 将 各 种 单 李 代数 的 嘉 当 矩 贬 求 出 。 以 下 
分 别 给 出 李 代 数 4。 和 5; 的 嘉 当 审 阵 。 


4 os 2 i)) (6. 5. 13') 
一 2 3 2 
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图 6.8 i 宇 3 的 单 李 代数 的 邓 人 金 图 
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5 一 3 李 代 数 的 根系 


设 区 ={aiyaswyai 是 单 李 代 数 & 的 素 和 根系; 则 gg 的 所 有 根 
叮 从 五 和 嘉 当 矩阵 求 得 ,由 于 g 的 任何 根 皆 可 表 为 


土生 /&5，，(& 为 非 负 整数 ? (6.5.14? 
车 a 是 gg 的 一 个 正 根 , 必 有 

< 一 ke 
如 末 , 

Shm (6. 53. 15) 


则 称 a 为 m 级 正 根 。 显 然 , 素 根 是 一 级 正 根 。 
如 果 弓 知 m 级 以 下 的 所 有 正 根 , 奢 末 mx 十 1 级 正 根 必 具有 如 

下 形式 

B=ata, (aEH) 
其 中 a 是 满足 (6. 5.15) 式 的 x 级 正 根 。 既然 已 知 所 有 rs 级 以 下 的 
正 根 ,因而 也 就 晓得 其 线性 形式 为 一 wa 一 2a,… 中 ,哪些 是 
根 , 哪 些 术 是 根 , 故 在 包含 4 的 wjE 互 根 链 a 一 miaise 一 (mr1)ai， 
a 中 ,mm 是 已 知 的 ,由 (6. 3. 275),(6.5.15) 和 (6. 
5.13) 式 不 难 求 得 

n=m,— mAh C6. 5. 18) 


Ca,* 立 


地 ,可 由 嘉 当 录 阵 决定 ,。 若 全 1; 则 a 十 5 是 根 ; 若 吉之 1; 则 & 十 
a; 不 是 根 。 由 此 可 逐 级 求 出 其 所 有 正和 根 , 从 而 也 就 给 出 的 全 体 
根系 。 

例 1 求 李 代数 G, 的 所 有 根 。 
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关 (GD) 一 {2 ,0s} ,上 其 邓 金 图 和 嘉 当 算 阵 分 别 如 图 6.7 和 式 
《6. 5. 13 所 示 ,由 定理 6. 12 知 各 一 不 是 根 , 故 含 me 的 a 很 键 


中 办 二 0, 由 (6.5.16)? 式 得 呈 一 > D{1)=1, 故 


2 十 ts 是 根 ; 回 理 ,包含 疝 的 2 根 键 中 mm 一 0, 则 A 
一 一 (一 3,2( 。) 一 3>1, 也 同样 得 到 Ga 的 2 级 正 根 闷 十 如 :而 含 
(2 十 aa) 的 aa 根 键 为 xs 十 az,… 故 有 za 一 1, 再 由 (6. 5.16) 式 
得 = 一 0<1, 训 2xi 十 ss 不 是 根 。 
包含 (局 十 zz) 的 xs 根 键 为 ;21 十 8o，…, 故 mm 二 1, 辐 样 得 ns 二 =m， 
一 > 1 一 (22 人 一 2>>1, 故 知 钙 十 2a: 是 Gs 的 三 级 
根 。 再 继续 考虑 合 wm 十 2 的 as 根 键 是 xi ,et 十 mo 十 2xz…, 故 
有 ms: 二 2, 而 ns 二 2 一 Da 1, 可 知 & 十 3as 是 Gs 的 4 级 正 根 ， 
: 

而 合 C31 十 382) 的 而 根 键 是 二 36, 故 mi 一 0 一 一 们 /4 一 
一 02, 一 DD(，) 一 +, 可知 2a1 十 3%s 是 CG 的 5 级 正 根 ;而 包 会 wx 十 
3a; 的 Bz 根 键 为 mw ,ai 十 za 十 2azyo 十 3uz, 故 有 天 ;一 3 一 
3 总 ho 一 0<1, 可 和 2 十 42z 不 是 根 。 

舍 22 十 35 的 总 和 根 雏 是 名 十 364;281 十 382… 克 m1 二 1 sn 一 


1 一 这) A 一 0 之 1; 而 含 (221 二 3&2) 的 Bw 根 键 为 26 十 38,…; 客 
t=1 
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mo 一 0 一 一 之 40 帮 一 0<1 ,可知 G, 的 5 级 以 上 正 根 不 存在 。 因 
此 G; 的 所 有 非 零 根 是 士 a ; 土 24y 土 (2 土 20); 士 (a 十 2 es 士 (mi 
十 3 as) 和 士 (2x 十 32:) ,其 中 5 级 正 根 2a: 十 3z, 称 之 Gi 的 最 高 
根 . 常 在 6 的 邓 金 图 上 分 别 标 出 最 高 根 包 含 素 根 a, 和 xs 的 次 数 
为 2 和 3。 

例 2 求 李 代数 A 的 根系 。 

由 于 4 的 素 根系 (040 一 (w% 一 ce 一 el 一 1,2，， 
其 1 级 根 :a 一 1,2， 


一 > 、 
2 级 根 :m 十 az 一 el 一 esyaz 十 as 一 ez 一 er 


Bit ee ets 
3 级 根 :十 8 二 as 二 ei 一 Br seis 十 Gi 十 @ 
Ei 总 
1 级 根 :84 十 2 二 到 十 二 Cn。 “Oo 
i 级 根基 4, 的 最 高 根 , 它 包含 每 个 
索 根 各 一次。 类 似 地 吕 求 得 各 种 单 图 6.9 


李 代数 的 根系 .利用 邓 金 图 不 仅 可 求 得 各 种 单 李 代 教 的 根系 ,而 且 
还 可 推 得 它们 的 正则 结构 形式 。 
例 3 求 单 李 代 数 A 和 4; 的 正则 形式 。 
已 知 单 李 代数 4 和 A; 的 邓 金 图 如 图 6. 9 所 未 ,4 的 秩 为 1， 
它 只 有 一 -个 素 根 a, 故 其 根 图 如 图 6. 10(a) 所 未 。 若 以 及 和 此 -分 
别 代 表 五 对 于 根 * 程 一 az 的 本 征 矢 , 若 取 根 矢 归 一 化 , 则 有 
LH,HI=0 
CH,E,. Ei,, {6. 5.17) 
CE EI=H 
2 


(a) (b》 
图 5. 50 41 和 A; 的 根 图 
由 (6. 3. 15) 和 (6, 3,17) 式 不 难 求 得 4, 的 嘉 当 一 基 林 度 规 张 量 为 


2 0 0 
g=|0 0 1 (6. 5.18) 

0 1 0 

4 的 失 塞 米尔 算 子 为 
Co—=HitEE_ +E,E, (6. 5. 19) 


由 于 4: 为 复 李 代数 , 伺 与 三 维 空间 转动 李 代 数 o(3) 同 板 , 已 
刘 a43) 的 生成 元 为 J,Jy 和 上 ,两 者 相应 的 同 构 映射 使 之 
五 一 一 ， 
《6. 5. 20) 


Er/ 

但 需 指出 o(3) 是 实 李 代 数 ,其 生成 元 满足 厄 米 条 件 J 二 J .Jt 
二 J, 和 玉 二 J., 而 复 李 代数 4，-- 般 并 不 具有 这 种 性 质 。 

人 的 秩 为 2, 其 邓 金 图 如 图 6. 9。 若 取 每 个 根 长 度 为 一 二 , 则 


态 
其 嘉 当 一 基 林 度 规 张 量 为 
gu Za =6, 《6. 5.21) 
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其 根 图 如 图 6. 105b? 所 未 , 它 的 最 高 根 为 0,0), 另 


/3 
< 一 1 一 1 
外 两 个 正 根 即 是 素 根本 身 :a: 一 ‘(lv 3》 一 (1， 
2 v 3 ?和 “3 V3 
— Vv 3), 
由 (6.3. 15)? 式 可 得 到 A; 的 正则 结构 形式 为 
CH Hs]=—=0 
1 
CH Es = —— Es st—1,2} 
2 了 
(Hu Ea -+ Ee 人 
CHs, Bra)— 寺 Ero 
CHas Era = TE 
CH Er tan = 0 
> 1 1 _ 
CE Eo— H+ oH (6. 5. 22a) 
2 
， > 1 i 
CE 一 7 启 品 > H: 
Chota Bont) 3 
因 含 a 的 ts 根 链 中 民有 有 aiyai 十 zz， 由 (C6. 3. 30) 式 可 求 得 Ni， 
1 - 
-7 言 ' 故 有 有 


[有 ,E.) = 人 
[EE. ,Et 一 0 
: 1 ,. 《6- 5. 22b) 
CE mi 
CE skE. “EE 
由 于 很 是 归 一 化 的 , 放 4: 的 嘉 当 一 基 林 庶 规 张 量 为 
ri oo 0 0 8 0 0 0 
0 1 0 0 8 0 0 0 
og 00 10 0 0 0 
go— 0 0 1 0 0 0 0 0 pe (6, 5. 23) 
0 .00 00 1 0 0 
0 .00 8 1] 0 © 0 
dO 0 .00000 1 
‘0 8 0 0 0 0 1 0 


若 二 ww 十 Wa: 则 A; 的 卡 赛 米 尔 算 子 为 


Ee 了 
C=HITHITO EE ,+E ,LE, (6. 5. 24) 
对 证 其 它 单 李 代数 的 和 根系 ,也 可 进行 次 似 讨论 .我 们 已 经 知道 

四 个 系列 典型 复 单 李 代 数 4 : 忆 ,CPDP 和 五 个 例外 李 代 数 ,如果 
限制 李 代 数 仅 在 实数 域 上 定义 ,就 会 得 到 实 李 代数 g。 设 g 的 一 组 
基 为 党; 区 , 则 对 于 任 音 .7 了 Er, 部 有 

X— ZaX,, Y= BX, 
而 由 重新 定义 的 基 十 这 生成 的 复 李 代 数 gr ,相应 有 

XHiY= Za +iB YX, 


古风 a 也 是 的 -组 革 ， 所 以 实 李 代 数 与 其 这 样 
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扩充 的 复 李 代数 gf 具有 相同 的 代数 结构 常数 ,而 且 畦 为 实数 。 如 
果 将 gr 的 元 素 关 十 io( 芝 Eg) 视 为 与 gg 的 元 素 蔷 等 同 , 并 以 苹 代 
替 下 十 io ,这样 实 李 代数 g 是 其 复 扩充 gr 的 -个 子 代 数 , 称 gg 是 
复 李 代数 六 的 一 个 实 形 , 在 同 构 的 意义 下 ,不 难看 出 ,由 实 他 代数 
#8 出 发 可 定义 其 唯一 的 复 扩 充 李 代数 疡 ,但 对 复 李 代数 市 言 , 却 不 
一 定 总 存在 其 实 形 ,即使 存在 实 形 ,也 可 能 同时 有 多 个 实 形 , 只 要 
复 李 代数 有 实 形 , 邵 末 总 可 以 选 一 组 西 者 共同 基 矢 XXX ,和 
自然 这 两 种 李 代 数 具 有 相同 的 结构 常数 , 且 为 实数 。 由 此 可 推 知 ， 
复 李 代数 具有 实 形 的 充 要 条 人 忻 就 是 它 可 选 一 组 枯 {X,} ,使 之 相应 
的 结构 常数 皆 为 实数 ,而 由 { 为 基 的 实 李 代数 就 是 复 李 代数 的 
一 个 实 形 , 目 两 者 的 可 解 姓 积 半 单 性 也 完全 一 样 .已 知 任何 半 单 紧 
致 李 代数 的 基 林 型 是 负 定 的 ,而 且 在 和 辣 构 的 意 六 上 还 可 证 明 复 半 
单 李 代 数 的 紧 致 实 形 是 唯一 的 ， 由 于 复 半 单 李 代数 的 结构 常数 总 
可 以 选 为 实数 , 故 其 紧 致 活 形 总 是 存在 的 , 且 是 唯一 的 .例如 机 的 
坚 政 实 形 是 su tt 十 1),B, 的 紧 致 实 形 蚌 ol21 二 1,R), 击 CC 和 DD 
的 紧 致 实 形 分 别 是 spC2) 和 ot27,R) 等 。 


习 题 六 
6 一 1 试 让 明 虽 然 B; 和 Cs 准 代 数 的 根 空间 通过 转动 可 相互 
转换 ,但 李 代数 B; 和 Cs 的 和 根 空 间 却 不 具有 这 种 转换 性 质 。 
6 一 2 证 明 秩 为 :的 典 现 李 代数 的 维 数 > 满足 以 下 关系 : 
1 十 了 4， 


2 B,C 


6--3 证 明 李 代数 4; 入 ; 同 构 , 首 分 别 求 出 它 俩 的 韭 堆 根 。 
6 一 4 计算 由 种 典型 李 代 数 的 目 根 之 和 构成 的 新 矢 基 
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— 1 NN 
= a 
2 Be 


6 一 5 仿照 su(3) 李 代数 的 结构 , 试 写 出 李 代 数 五 : 和 Cs 的 正 
则 形式 结构 ;并 给 出 它们 的 嘉 当 一 - 基 林 度 规 张 量 和 卡 赛 米 尔 算 子 ， 

6 一 6 设 六 和 5b 一 1,2,",n) 分 别 是 玻 色 子 的 产生 和 双 灭 算 
符 , 它 们 满足 对 易 关系 

[CBr bi d= Db d=0, Ch,bt =6d,, 
证 明 ,1* 算 符 品名 十 言 ， Bb DD, bbt 和 bbs, i 1,2, 
一 ,1) 枸 成 李 代 数 sp C2n,R), 其 相应 李 群 SP(2n,R) 是 种 琉 色 
子 的 巨 希 耳 怕 特 空间 的 动力 学 对 称 群 。 
2” 算 符 如 忆 人 一 1 2 8) 移 成 李 代 数 xfa) ,其 相应 李 群 

Ut#) 是 nn 种 玻 色 子 在 粒子 数 守 和 醒 时 的 动力 学 对 称 群 。 

6 一 7? 设 ar 和 atis=1 2 分 别 是 费 米 子 的 产生 和 潭 丈 
算 符 , 它 们 满足 反对 易 关系 为 


{art sr } 一 {e， di} =0， tassas }=#,, 


证 明 :1* 算 符 a a Dat a 和 aati 
将 构成 李 代 娄 ot2n) ,其 相应 李 群 上 2 是 ”种 费 米 子 扎 希 耳 伯 特 
空间 的 动力 学 对 称 群 。 

2 算 符 araitt yy 一 1,2， 2) 构成 李 代 数 win) ,其 相应 李 群 
Ce) 则 是 * 种 费 米 子粒 子 数 守恒 时 的 动力 学 对 称 群 。 
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第 七 章 ” 李 代数 的 表示 及 其 应 用 


企 第 四 章 中 曾 利用 杨 氏 对 称 化 算 子 对 经 典 群 的 各 种 对 称 型 张 
有 去 示 做 过 详细 讨论 ,本 童 将 以 根 权 理论 为 基础 探讨 李 代 数 的 线 
性 表示 ,灵活 运用 这 两 种 方法 将 对 研究 李 代 数 和 李 群 的 表示 带 来 
很 大 方便 。 最 后 通过 莉 干 实例 来 了 解 李 群 表 示 论 对 研究 许多 物理 
问题 所 起 的 重要 作用 。 


8$ 7.1 李 群 和 李 代 数 的 表示 


设 疡 是 一 个 李 民 数 ,V 是 复数 域 C 上 的 一 个 二 维和 失 量 空间 ， 
机 gitn,c) 是 作 册 在 WY 上 的 一 般 绥 性 李 群 GL Cn,c) 相 应 的 李 代 
数 , 如 果 存 在 一 个 从 g 到 gi(n,c) 的 同 礼 映射 4, 对 于 仔 意 xEg， 
有 


A:r—~Atr)E gin ce) 
则 称 4 是 李 代 数 g 的 一 个 表示 ,Y 为 g 的 表示 4 相应 的 表示 空 
间 , 调 称 x 为 表示 4 的 维 数 。 自 然 , 辣 态 映 射 4 应 保持 李 忙 数 g 的 
运算 不 变 。 
Alart+by)=aA(ltr}+bAty) 
[TO 一 [Cr 《7. 1. 1》 
(Xx, yER;: dad, BEC) 
与 群 表示 相似 , 李 人 代数 也 有 忠实 表示 ,等 价 表示 ,不 可 约 表 示 ， 
可 约 和 完全 可 约 表 示 等 。 
已 知 李 代 数 g 唯一 地 决定 一 个 单 连 通 李 群 5G, 通 过 指数 喘 
射 , 与 SG 的 表示 是 一 一 对 应 的 。 对 于 有 限 群 ,我 们 只 需 讨 论 共 
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不 可 药 的 么 止 表 示 , 但 对 可 群 而 音 , 情 次 更 为 复 共 ,因为 李 群 的 表 
去 维 数 可 以 有 限 也 可 无 限 ; 可 是 分 离 的 ,也 可 是 连续 的 ;可 是 双 正 
表示 ;也 可 是 非 名 正 表 友 , 我 们 将 不 如 证 明 地 引入 李 群 表示 的 三 个 
定理 ， 

定理 7,1， 吕 解 李 群 的 每 个 有 限 维 不 可 约 表示 起 1 维 的 。 

定理 ?7.2， 紧 致 连通 和 单 李 群 的 不 可 约 么 正 表 示 都 是 有 限 维 
的 。 

定理 ?. 3: 非 紧 致 连通 单 李 群 的 不 可 约 么 正 甫 示 , 除 恒 等 表 
示 外 ,都 是 无 限 维 的 。 

由 以 上 和 定理 可 推 电 ， 紧 至 连 通 单 李 群 的 无 限 维 表示 不 是 么 正 
表示 ， 而 非 紧 玫 逐 通 单 池 群 除去 1 维 恒 等 表示 外 ， 其 有 限 维 表示 
都 不 是 么 正 表 示 。 

正如 每 个 有 限 群 都 有 其 包 等 表示 和 正则 表 术 一 - 样 ， 每 个 李 群 
或 李 代 数 也 有 其 恒 等 表 未 和 正则 表示 。 有 随和 群 的 正则 表示 取决 于 
群 的 结构 (乘法 表 ); 李 代 数 的 正则 表示 决定 于 其 代数 结构 ,而 李 
代数 结构 又 完全 取决 于 它 的 结构 常数 Cy。 当 李 代数 的 基 按 (6. 1. 
6) 忒 作 线 性 变换 时 ,其 机 应 结构 常 数 将 依 (6. 1.7) 式 变换 ,可 有 见 结 
入 常数 有 具有 三 阶 湿 合 张 晤 的 变换 性 质 ， 而 李 代 数 的 分 类 正 是 涉及 
对 这 个 特殊 张 量 的 仔细 研究 ,为 叱 可 依 结 构 常 数 来 定义 -组 矩阵 ， 
加 

Co 一 (ML 一 (和 《7. 1. 2) 
其 中 Xe 为 了 > 维 李 代数 g 一 {XX 的 第 个 基 矢 ,指标 A 和 7 分 别 
为 = 阶 算 阵 的 行 和 列 指标 ,显然 
EROX) RONDE— CRON ROX YI — CRCOX) ROCK, YY 
=—=ROXNROX NS — ROX ROX NY —Ci CC — COO, 
=CHCY =OL CROK ,YIN (7.1. 3) 
按照 表示 的 定义 ， 显然 新 定义 的 祭 阵 组 RR 《XX,) 是 李 代 数 的 一 个 
表示 ， 它 类 似 于 有 限 群 的 正则 表示 ,通常 称 它 为 他 代数 g 的 伴随 
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表示 或 正则 表示 .。 一 个 > 维 李 代 数 必 对 应 个 + 维 的 伴随 表示 .与 
有 限 群 的 正则 表示 不 同 ， 一 般 说 米 ， 李 代数 的 伴随 表 杀 并 不 一 定 
是 忠实 表示 ， 但 对 半音 可 代数 ， 共 伴随 表示 旺 忠 实 表 示 。 它 可 能 
是 可 约 的 或 不 可 约 表 示 。 虽 然 由 伴随 表示 并 不 能 充分 区 分 同一 个 
李 代 数 的 向 个 不 同 元 豆 , 然 而 孝 可 严格 区 分 两 个 不 同 的 李 代 数 , 因 
此 可 借助 于 李 代 数 的 伴随 表示 来 充分 地 对 李 代 数 进 行 分 类 。 


$ 7.2 半 单 李 代 数 的 表示 和 权 图 


2 一 ! 权 上 与 权 空 间 


设 = 是 一 个 > 维 ! 穆 半 单 李 代数 ,而 其 辟 当 一 韦 耳 基 为 信 , 
Qi 二 1,2,… ;由 和 {EE ,车 A 是 g 的 一 个 表示 , 则 其 相应 的 和 矩阵 A 
〈 瑟 和 4 号 ) 应 满足 李 代 数 扣 的 这 组 基 的 同样 对 易 关 系 , 即 

CACH) ,ACH7NI—=0, GG,j=1,2,. 8) 
CACHO ATE = ACLE,)Y 
CACED ACE ) =a ACH,) 

CACEY, ACE)I= NeoA(E, sD) (Cap) (7. 2. 1) 

为 方便 起 见 , 下 面 将 直接 以 瑟 , 和 E. 分 别 代 表 和 矩阵 ACH,) 和 
及 (CE) ,其 对 应 的 表示 空间 为 ,既然 从 阵 和 ;二 1,2,… ,由 是 相 
至 对 易 的 ,在 该 表示 空间 V 中 应 有 共同 的 本 征 矢 | 产 六 ,满足 

Hm> =m;|m > ,=1,2,..) (7. 2. 2) 

区 有 7 个 分 量 mf 一 1,2 , 称 其 为 本 征 矢 |m> 的 权 矢 量 或 简 

称 权 , 而 这 个 ! 维 矢量 空间 VY 又 称 之 权 空 间 。 普 在 /1 维 空间 中 , 由 

灌 点 面 出 不 证 约 表示 的 所 有 权 和 括 ， 则 称 此 图 为 该 不 可 约 表 示 的 权 
图 、 其 恒 等 表 示 是 7 维 表 示 ， 它 的 权 图 只 是 原点 。 

定理 7.4， 若 |w 沁 是 权 坎 的 本 征 矢 , 则 Er 记 为 权 志 十 & 的 
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本 和 定 矢 。 
证 明 : 由 李 代 数 结构 得 
CH,, B= HE EH,=u bE, 
土 式 两 边 同时 对 本 征 矢 | 欧 污 作用 , 则 得 
HtE mm}=EH,|m> akE,|m> 
= nto CE m= 7, 2.3) 
所 以 本 征 矢 EE. | 六 读 的 权 为 网 十 &。 
定理 7.5， 半 单 李 代 数 的 任何 表示 空间 至 少 有 - -个 权 。 
证 明 : 在 表示 空间 中 , H, 对 应 的 表示 和 矩阵 至 少 有 一 个 本 征 
值 mm,, 设 V 是 由 本 征 值 为 mm 的 本 征 矢 展开 的 T 的 子 空间 , 若 取 
A>ET, 因为 HH 全 二 HH | 信守 二 aHs| A 这 ，- 故 有 
HA 之 EV,, 因此 Vi 也 是 上 H; 的 不 变 子 空间 ， 它 至 少 世 有 …- 个 
本 征 值 为 m; 的 本 征 矢 。 这样 继 续 下 去 ， 每 个 HH; 在 它 的 不 变 子 空 
间 中 至 少 有 一 :个 本 征 失 , 其 相应 本 征 值 是 mj， 从 而 得 到 V 的 不 变 
子 空间 相应 的 五 ; 前 共同 本 征 矢 , 其 相应 的 权 是 六 = 《pay my 
ys 
定理 7.6:， 上 共有 不 同 权 的 本 征 矢 是 线性 独立 的 。 
证 明 , 设 本 征 天 14>> 的 权 为 志 , 而 本 征 舌 | 闪电 汪 的 权 为 Ab， 
姻 果 本 征 矢 | 且 六 与 | 太 中 疙 不 是 线性 独立 的 , 则 必 有 
[2A>= Za A (7. 2. 4) 


引入 算 符 [ 卫 pic 一 A“)，p 为 任意 复数 ， 让 此 算 符 作用 于 
《7. 2. 4) 式 两 过 , 则 得 

Hc AtiAa>= 1 pa AP)IA>=0 
由 于 4 天 人 名 ,而 Am 为 任意 复数 ， 上 式 成 立 只 有 1 和 > 一 0, 即 具有 
不 同 权 的 本 和 钙 矢 是 线性 独立 的 。 因 此 在 维 表示 空间 中 ， 最 多 内 
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能 个 不 阿 私 ,车 一 个 权 同 时 对 应 着 7 个 线性 独立 的 本 征 矢 , 则 
称 该 权 为 7 重 权 ; 若 -个 权 对 应 的 线 慎 独立 本 征 舌 只 存 .个 ， 则 
称 这 个 权 为 单 权 。 

如 正 根 定义 -… 样 ,第 一 个 非 零 权 分 其 为 正 数 的 权 称 之 正 权 , 类 
似 地 可 定义 负 术 和 管 权 。 车 两 个 权 之 差 吉 一 m' 的 第 一 个 非 尝 分 量 
主 证 数 ., 则 了 称 权 关 商 于 桶 加 。 从 定 屋 7.4 可知 , 正 根 “对 应 的 生成 
元 EF; 称 之 天 权 算 符 , 上 上-。. 称 之 降 权 算 符 。 在 有 限 维和 表示 中 , 必 有 一 
个 权 收 识 于 所 有 其 它 权 , 则 称 其 为 这 表示 的 最 高 权 。 显然 , 升 权 算 
符 作用 在 最 高 权 的 本 征 矢 上 必 为 堆 , 即 

EE.|M>= 二 0，ta 为 正 根 》 (7. 2. 5) 

由 根 和 权 的 讨论 不 难看 出 , 这 两 者 都 是 7 维 矢量 4 为 李 代 数 
之 秩 )， 从 定理 7.4 可 知 它 俩 有 着 相似 的 对 称 性 ; 然而 它们 也 存在 
着 本 质 的 不 同 ， 根 只 取决 于 本 代数 结构 ， 而 与 表示 无 关 ， 它 以 
C6. 3. 18) 式 为 其 本 征 方程 ; 然 布 , 权 的 分 布依 赖 于 李 代 数 的 表示 ， 
不 同 表 示 将 对 应 木 同 的 权 图 ,其 本 征 方程 为 (7. 2. 2) 式 。 间 一 个 李 
代数 只 有 一 个 很 图 ,但 其 权 图 可 有 多 种 形式 。 


2 一 2 ” 权 的 基本 性 质 


定理 7. 7: 若 叉 为 半音 可 代数 中 的 某 表 示 的 一 个 权 ，& 为 8 
的 一 个 根 ， 则 有 

1” 2(m g/la.a) 是 整数 ,有 训 一 zm 一 2& (mm 3/CE*&) 也 
是 该 表示 的 一 个 权 , 称 襄 和 光斑 为 等 价 权 ，。 

2” 等 价 权 有 相同 的 重 数 。 

3° 若 式 为 单 权 , 则 存在 一 个 会 贡 的 & 权 链 ; 况 一 pa， 
一 Cp 一 a 贡生 (9 一 145 训 十 ga 使 之 次 一 Cb 十 1)&# 和 殉 十 
(gq 十 1)a 不 是 权 , 而 p 和 g 皆 为 堆 或 正 整数 ,并 满足 

2Cm a)/lae ea) po C7. 2. 6) 
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该 定理 的 证 明 类 做 定理 6. 8 ,等 价 凤 到 与 闫 之 间 的 关系 也 类 
似 有 图 6. 1 的 韦 耳 反 射 , 即 普 为 对 于 垂直 根 矢 a 超 而 的 镜像 ,在 一 
组 等 价 权 中 的 最 高 权 称 之 支配 权 。 

设 V, 是 地 代数 g 的 4 维 表示 空间 ,在 V, 中 我 们 可 选取 一 组 
基 矢 | 沁 ，| 铝 >， ， 16， 苦 A 是 和合 沁 的 权 ， 且 满足 

Al 汪 A 主人 i 守 … 守 人。 £7, 2. 7) 
则 称 这 组 基 {5 之} 为 多 的 正则 基 。 

为 工 说 明 李 代数 表示 空间 与 权 空间 的 凡 念 ， 我 们 以 角 动 量 为 
例 ， 它 由 so (3)》 李 代 数 来 描述 ， 对 于 角 动 量 为 2 的 表示 (最 高 权 
为 2?， 这 是 个 5 维 表 未 , 它 有 5 个 本 征 态 ， 对 应 的 5 个 权 分 别 为 
一 2， 一 ，0，1，2。 但 so (3) 是 个 1=1 的 李 代 数 ， 其 权 空 间 仅 
是 1 维 的 。 可 见 表 术 空间 和 权 空 间 是 两 个 不 同 概念 ， 权 空间 取决 
于 李 代 数 的 穆 ， 而 权 的 数目 及 其 分 布 取 决 于 表示 ， 即 训 以 -一 组 权 
矢量 来 标 征 李 代数 的 表示 。 

定理 7.8 (最 高 权 定 理 ): 半 单 李 代 数 不 可 约 表 示 的 最 高 权 是 
单 权 ;两 个 等 价 表示 的 最 高 权 相 同 。 

定理 7. 9， 久 为 半 单 棱 代 数 不 可 约 表 示 的 最 高 权 的 充 要 条 件 
是 A。 为 非 负 整 数 ,其 中 


A ,cen 07. 2. 8) 


站 站 
设 1A > 是 某 个 不 可 约 表示 的 最 高 权 六 对 应 的 本 征 矢 ,而 
a 扣 五 , 则 有 
0 EA, 


EA> #0 kA. (7. 2. 9} 

最 高 权 与 不 等 价 不 可 约 表示 和 间 存 有 -~ 一 对 序 关 系 ， 而 定 玲 

7. 9 又 告诉 我 们 ， 最 高 权 A 与 一 组 非 负 整数 {A。} 一 一 对 应 ， 因 
毕 党 用 最 高 权 或 相应 的 个 非 负 整数 来 标记 李 代 数 欧 不 可 金吉 


/as 
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定理 ?7. 10: 半 单 李 代 数 的 任何 有 限 维 表示 或 是 不 可 约 表示 ， 
或 是 完全 可 约 表示 。 

我 们 只 需 讨 论 其 有 限 维 不 可 约 表示 ， 因 为 任何 有 限 绯 其 它 表 
示 皆 等 价 于 不 可 约 赤 也 的 直 和 。 


2 一 3 单 李 代数 不 可 约 表示 的 标记 及 权 图 


根据 定理 7. 8 和 7. 939， 对于! 秩 的 单 李 代数 g， 可 用 7 个 由 
最 高 权 六 和 素 根 wxE 互相 应 的 非 负 整数 人 A,，A， …，A:+ 来 标记 其 
每 个 不 可 约 表示 ,通常 将 每 个 数 人, 标 在 该 李 代 数 邓 金 图 相应 喜 
根 < 的 上 方 , 为 明确 起 见 ， 以 后 以 “CY” 和 “ 力 ” 分别 代 表 长 根 和 
短 根 ，A。 缘 为 零 的 表 东 对 应 李 代 数 的 1 维 恒 等 表 示 , 这 样 从 每 个 
不 可 约 表示 的 最 高 权 A 和 某 个 素 根 a， 则 可 导出 该 表示 存在 的 一 
个 入， 太一 &，……， A 一 Ka 的 术 链 , 如果? 个 A。 中 只 有 一 个 为 1， 
其 余 全 为 零 , 则 称 这 样 的 表示 为 基础 表示 , 显然 , 每 个 上 秩 李 代数 
只 有 i 个 基础 表示 ， 测 基础 表示 的 最 高 权 又 称 基本 权 ， 如 图 ?. 1 
所 示 的 邓 金 图 此 为 基础 表示 。 


1 
1 1 
. 。 < < 。 
图 7. 1 基础 表示 
车 以 DO 标记 A 一 1 的 相应 基础 表示 ,以 型 呈 杯 记 D 中 的 基 


本 权 , 一 个 上 秩 半 单 李 代数 共有 /个 基本 术 , 称 { 姥 ) 为 基本 权 系 ， 
对 于 素 根 语 ,由 定理 7. 9 和 基础 表示 的 定义 可 知 


六 一 二 《7,. 2. 10) 
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若 信 为 基 个 不 可 约 表 示 的 最 高 权 , 则 不 难 推 得 
A= ZAM (7.2.111 

上 式 证 明 很 简单 ,只 要 用 288/CB- 户 对 此 式 两 边 同时 作 内 积 , 并 利 
下 (7. 2. 107 式 山 可 验证 。 

赋 然 最 高 权 厌 或 其 相应 的 ! 个 非 负 整数 A。 (a=1,， 2,，*…, 门 
可 表征 李 代 数 的 不 可 约 表示 DY 二 0 和 ee%4， 则 由 (7. 2. 
11) 式 可 知 ， 李 代数 的 任何 不 可 约 表 示 的 最 高 权 郑 是 其 基本 权 系 
的 线性 组 合 ， 关 相对 于 基本 权 系 (MD ，MD ，…，MO] 的 分 量 
分 别 是 这 7 全 非 负 整数 A,，A:，…，A,。 只 要 晓得 李 代 数 的 所 有 
基本 权 ， 则 根据 给 定 的 不 可 约 表 示 对 应 的 邓 金 图 立即 可 求 出 该 表 
示 的 最 高 权 。 

例 1 单 李 代数 4; 的 不 可 约 表示 如 图 7. 2 la》 所 示 。 

若 设 某 个 不 可 约 表示 的 最 高 权 由 元 a a 十 b wz， 由 于 


(al 。 ai 一 (ay a ml, (al os) 


一 一 壮 ， 则 由 57. 2. 8? 式 得 和 


此 均 Ha 
A 2 bb, wy 
a" oo) 
2CM , oe) 
人 := 一 ———) a 二 2b 
er» 2) Cs 
帮 A; 此 表示 的 最 高 祝 为 5 ey 
及 二 吝 (2A1 十 A 十 言 CA {b> 
_ 7.2 As 各 的 不 可 
十 2 人 AGE， (7.2.12a) 图 ? 和 人 的 不 可 约 


权 分 别 邓 应 于 (CA AD) 一 (1.0 和 (0,17, 故 A 的 两 个 基本 权 分 
逢 为 
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站 和 一 二 说 十 工 Dt 让 一 二 填写 (7. 2. 12b) 
全 2 李 人 代数 5， 多 不 可 约 表示 如 图 7.2(b) 所 示 。 
若 设 相应 表示 的 最 高 权 为 M 一 a al 十 b tx; 由 (a * 2&1) 一 3， 


Ca G2) =11《W oz) 一 一 了 ,由 此 可 选取 两 个 素 根 坐 标 为 


= 3 ) 和 一 《0,1), 从 而 推 得 
2 5 一 3AI 十 2 人 ， 


艳 其 最 高 彼 为 
M=C3A+ ADG tA 2 A C7. 2. 13) 
根 应 的 两 个 基本 权 为 
f= 3a MDS=a) 二 26, 《7 了 , 2. 14) 


只 要 在 ! 维和 拓 量 空间 中 选 定 ! 个 素 根 的 坐标 ， 立 即 哥 求 得 各 
种 不 可 约 表示 的 最 高 权 及 其 相应 权 图 。 

对 于 李 代 数 A4,Di, Esr El 和 五，， 它 们 的 不 可 约 珍 示 可 以 图 
?7. 3 代表 


Al A Ay Ap 六 1- 

一 一 4 9 一 -------- 一 一 

be 世 ; 总 " [| 
内 | 芯 | 


图 7.3 李 代 数 DiyEssyEi 和 Bs 不 可 的 天 示 
李 代 数 4, 相应 于 二 1 一 1, 在 DD; 相应 于 p= 二 1 一 2,Es 对 应 于 
P= 二 3 和 和 i 二 6yE; 对 应 于 关 一 3 和 一 7 ,Bs 对 应 于 pp 一 5 和 71=8。. 这 
些 训 代数 的 每 个 不 可 约 表示 ,其 最 高 权 可 写 为 : 


让 一 Zea, (7. 2. 15a) 
一 大 总 A， (7. 2.13b) 
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其 体 计 算 总 的 值 由 表 7.1 给 出 ,其 最 高 权 又 可 写 为 


1 
下 一 六 之 生生 (aENY (7. 2. 16a) 
A=pti(2—p) 8—1~p—? (7. 2. 16b) 
表 7.1 ADisReyEi 和 Ks 的 最 高 权 参 煞 总 


li 和 pp-1 | 


址 总 十 认证 


于 旋 十 站 3} 


CCp: TCE p) 


CRCpi tit2— py) 


BU 


车 以 “OD* 和 * 医 "分 别 代表 长 很 和 和 短 根 , 则 李 代 数 应,C 和 F， 
的 不 可 约 表 示 如 图 7. 4 所 示 。 


A 2 As A, A 
OO OO — 
六 人 人 闵 2 高 


国 7.4 李 代 数 B,Ci 和 FF, 的 不 可 约 表 示 
其 中 , 李 代 数 B, 和 世人 分 别 对 应 记 二 1 一 1 和 pp 王 1, 而 玉 对 应 于 户 
一 2 和 ! 一 4, 其 不 可 约 表 未 的 最 高 权 为 

上 


= Oar, (EH), 《7. 2.17a) 
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一 六合 A, (7. 2. 17b) 
& 的 数值 由 表 7.2 给 出 。 
表 7.2 Bi,Ci 和 FF 李 代 数 的 最 高 权 参 数 训 


ti 和 pp 一 1 记 P+1f/ 


上 
f 


RCA i p—1) 


天 (十 一方) 二 1 一 73 


[内 一 站 人 一 卢 一 43 
4 十 一声) peti—p) 产 好 十 1 一 六 


G1— Detp+1 
2 人 4 十] 一 大 2ptit+ 1 上} 
(tl—titp 

(p+ 1)—itp—1)) 


利用 最 高 权 及 权 的 基本 性 质 ， 不 难 画 出 李 代 数 不 可 约 表 示 的 
权 图 ， 青 结合 第 四 章 介 绍 的 祈 盘 方法 可 方便 地 研讨 性 何 半 单 李 代 
数 的 不可 约 表示 ,读者 若 对 各 种 单 李 代数 的 表示 需要 详细 的 了 解 ， 
可 参阅 有 关 参 考 问 ,如 ]，F，Cornwell 书 AppendixF， 以 下 将 以 
常用 的 suC2) 和 su(3) 为 例 来 进 - - 步 讨论 李 代 数 的 不 可 约 表 示 玉 
其 权 图 。 

例 3 sat2) 李 代数 (4) 不 可 约 表示 权 图 

A 的 根 图 是 1 维 的 ,其 素 根 为 sa, 它 只 有 一 个 基础 表示 , 令 基 
本 权 r 二 a a; 岁 由 


若 取 素 根 长 为 1,ss(2)? 的 基本 权 为 六 一 172。 由 韦 耳 反射 得 其 等 价 
权 为 一 去 ,显然 这 是 个 2 维 表示 ,该 李 代 数 的 其 它 不 可 约 表 示 的 最 
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高 权 用 必 为 大 本 权 的 正 整 数 倍 , 即 MM 二 0, 方 ,1, 这 …, 分 别 对 应 
sat2) 1 维 重 等 表 代 D12 维和 所 贡 表 示 Di 34 了 3 维 表 未 门 ; 和 4 维 
表示 Ds: 等 ,其 相应 的 声 图 分 别 为 站 . 口 , CD] 和 [I 


例 4 A; 不 可 约 表 示 的 权 图 
4 是 秩 :一 2 的 李 代 数 ,其 两 


个 基础 表示 对 应 的 邓 金 图 为 左 图 Bb —-® 
的 《1,0) 和 (0,1)， 取 时 一 化 的 两 a, as 
个 素 根 坐标 分 别 为 & = (七 ， o ， 

. © ———® 
3 ) 和 5 一 (十 ， 3) ,由 (7 a 


2.12) 式 立即 可 求 出 两 个 基本 权 为 
2 1 1 3 
MY =3m1 am 6 ) 


ro _ 1I> 2- ,1 v3 
MM = 6 


两 个 基础 表示 的 权 图 分 别 如 图 7. 5Ca) 和 4b) 所 示 , 三 角形 的 
每 个 顶点 相应 表示 的 权 和 天 量 。 


图 7.8 A 基础 表示 的 权 图 
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3 2 
车 4* 其 个 不 可 约 表 示 的 邓 金 图 为 看 -一 一重 , 即 该 表示 的 
a 六 
最 高 权 MM 分 别 对 应 于 
A 2 a 对 As=A 22] 
Coals ay 《my 。 A) 


3 


2 


图 7.6 4: 不 可 约 表 示 旨 一 -关机 图 


由 (7. 2. 11) 式 推 得 其 最 高 权 为 
8 7- _8 1 3 7 ,1 v3 
M3 二 CF， 5 ) 十 村 《 雯 ， 7) 


= (5, 3) 
2 6 
苦 在 〔 瑟 ,, 互 ,) 的 嘉 当 子 空间 中 以 4 点 代表 其 最 高 权 本, 再 
作出 闻 机 对 于 三 个 正 根 的 书 耳 反 射 , 分 别 可 得 到 其 等 价 权 对 应 的 
Sy NR@， 了 和民 点 ,这些 权 锭 为 单 术 ,连结 这 入 个 点 可 得 到 一 
个 形似 纺锤 的 六 过 形 ， 显 然 不 可 能 有 权 落 在 这 个 六 边 形 之 外 ， 否 
则 对 就 不 是 最 高 权 。 然 后 , 从 最 高 权 出 发 , 用 案 根 w 和 ax: 逐 -一 求 
其 相应 的 权 链 ， 这 样 就 在 这 个 六 边 形 内 分 成 以 素 根 为 边 长 的 许多 
将 展 ， 其 每 个 迹 点 就 代表 该 表示 的 一 个 术 ， 最 外 层 为 单 板 ， 第 二 
层 为 2 重 权 ， 以 “外 ”表示 , 第 三 层 为 3 重 权 ， 以 “ 畏 ” 表 示 …， 
一 直到 最 内 层 为 过 长 等 于 水 根 长 的 三 角形 为 庄 ， 如 图 7?，6 所 水。 
当然 所 有 权 舌 对 应 的 本 征 失 的 总 数 应 为 该 表示 的 维 数 , 这 是 个 15 
XX]1 十 9X2 十 3 X3 一 42 维 表 法， 它 愉 好 对 应 于 第 四 章 介 绍 过 的 
SUC3) 群 不 可 约 表 示 的 饭 图 为 图 7 7; 由 罗 宾 进 公式 不 难 求 得 该 
六 和 ee = 


_ IT G+ 


i Es: 

其 结果 与 权 图 一 致 ， 在 实际 应 用 中 将 两 上 
者 结合 起 来 ， 将 使 不 可 约 表 永 的 权 图 画 YP 
法 简化 ， 如 果 再 适当 利用 标准 盘 ， 还 可 
给 出 每 个 不 可 约 表示 的 基 矢 ， 这 将 在 讨 
论 李 代数 的 应 用 时 具体 介绍 。 生生 的 杨 图 


2 一 4 不 可 约 表示 维 数 


经 典 李 群 不 可 约 张 刁 志 示 及 其 维 
数 ， 兽 在 第 四 章 详细 讨论 过 ， 现 在 依据 上述 给 出 的 李 代 数 根 权 性 
质 ， 雷 进一步 从 男 个 方面 探讨 挛 代 数 不 叮 约 表 示 的 维 数 及 其 完备 
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图 7?.? A; 不 可 约 表 未 
3 2 


权 焦 。 

对 于 李 代 数 4 sa 让 二 1 ， 可 以 让 阴 其 大 而 表示 就 是 行 数 
< ， 由 只 有 一 列 方 格 的 声 图 相应 的 表示 ， 由 此 可 得 到 旭 下 的 对 应 
关系 。 


Ye 一 六 :1 0 


TY oe = Dl | 


H 《7. 2.18) 
】 


Dem DD |: 个 方 格 


| 


一 般 说 来 ,车 以 De 一 Dee <rn 代 表 李 代数 4 的 天 阶 张 
量 不 可 约 表示 , 2 天 ,= 天, 则 配 分 [K] 与 {A.} 之 间 的 关系 为 
内 1 一 天; 一 天， 
上 > 一 天 :一 六 3 (C7. 2. 19) 


A 一 Kin 
定理 7. 10 ( 韦 环 定理): 设 马 . 是 平 单 李 代 数 的 全 体 正 很 集 
合 , 则 以 最 高 权 太 标记 的 不 可 约 表示 维 数 dA AAA 中 由 下 
面 的 韦 耳 公式 给 出 : 


d0A AAA IH AtR) 后 
了 ‘Ra) 


(C7, 2. 20) 
其 中 站 由 (6. 5. 0 式 给 出 , 即 
例如 求 sut3) 不 可 约 表示 维 数 。 


若 取 4 的 3 个 正 根 为 
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一 (2 ? > } ,a (5 V3) ,G00) 
则 有 站 = 十 CQ 十 Bo 十 G4) 一 《1,0) ,由 (7. 2,12) 式 得 表示 D+ 的 
最 高 权 为 太 二 诗 Qi 十 驴 吕 ,从 磺 有 
A 0 A 一 1, 人 9) 由 韦 耳 公式 
(CR: nr (RR， 《要 。 oa) 


得 不 可 约 表 未 Di 的 维 数 为 
00D)= +0 0D) -3 

同 理 可 得 4; 不 可 约 表 示 D1 的 维 数 为 
dl,0) =3 

su《3) 不 可 约 表 示 人 ,由 (7. 2. 12》 


趟 推 得 其 最 高 权 为 大 一 立 十 六 , 帮 有 (CA 7 1,CA ea) -1， 
(RR a1) (CR. oa) 


AA 和 二 1, 代 入 书 坪 公式 得 
(R. 
21:1) 一 (1 十 1 。(C1 二 1) 。(1 十 1) 一 8 
问 理由 57. 2. 12) 式 可 算得 24, 不 可 的 表示 D4 的 最 高 权 


六 局 十 村 5 类似 地 可 求 得 其 不 可 约 表 示 维 数 为 


好 [2 07 一 (1 十 2 (1 二 0)* (1 二 1) 二 6 
利用 韦 耳 公式 不 难 求 得 As 李 代 数 不 可 约 表示 Di 的 维 数 为 
Z(Ai AD 一 二 (ALTDCA: 十 DA 十 人 ,十 
也 式 与 第 四 章 介 绍 的 由 簿 宾 孙 合式 求 得 维 数 公式 完全 -至 , 下 面 
给 出 其 它 2 绪 李 代数 不 可 约 表 示 的 维 数 . 因 李 代数 B, 与 C, 同 构 ， 
它们 不 可 约 表 示 Di**30 的 维 数 dCA1, 太 ;) 分 别 为 
d(010)=1 


六 
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dtl1.0)=—4 
dQ01)=—=5 
dt2.0)=10 
dt0,.2)=14 
datl,1)=16 
利用 书 于 定理 还 可 求 得 李 代 数 C: 不 可 约 表示 局 全 和 的 维 
数 为 
dA AD 一 1 十 ADCI 二 ADCITLAI 十 AZ2 
[1 二 《2AI 十 大 73DCL1 十 (3 十 六 7 4 
f 1 十 53 太 十 2Aa)75] 〔【?.。 2. 21) 
此 式 与 (7. 3. 7?) 式 是 一 致 的 。 
利用 韦 耳 定理 还 可 锐 出 各 种 经 典 李 代数 的 表示 维 数 公式 ， 


A A+ A -As,) (7. 2. 22) 


《7 一 站 12 一 1 一 1， A 一 六 
如 A 不 可 约 表示 DiavAs aa 的 维 数 为 
A A tA) 


《1 十 大 syt1 十 


A A A As) 


Ci 十 2 十 


二 矶 :十 由 3 
3 


c1 十 AAA 


y+ 
Ai 二 At 十 AQ A 二 Ar 十 Ai 十 As) 


《1 十 4 


《1 十 


Ast As 十 Ai 士 As 
4 


A 十 As 十 人 As 二 人: 十 人;， 


3 


C1 十 
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dBD 一 dd) ， I 


(1 入, A i 十 2A， 十 2A +t A, 
: 27 1 党 
(一 1,2. i120 (7. 2. 23) 
、 A ,十 入 二 -2A 二.… 十 2 人 A， 
akCD 一 CD) .Tas re ) 
(ij 二 2， Bedsi—=] ,2° "7 1) C7. 2, 24) 
dM) A， t+ Art 十- “A :十 A，) 
4dCDD 一 5 人， .Lat 
入 十 入 i 十 十 2 和 A 十 2 和 TAA 
lia 人 ) 
R= 1) 
(7. 2. 25) 


利用 韦 耳 定 理 当 然 也 可 算出 李 代 数 下 ， 玉 :，E; 和 Es 的 维 数 
公式 ， 但 其 表达 式 也 很 完 长 ， 若 工作 需要 可 查阅 有 关 专 著 。 

虽然 最 高 权 可 准 -地 决定 李 代 数 的 不 可 约 上 去 未 ， 但 在 物理 应 
用 中 壕 生生 需要 表册 其 个 个 可 约 表示 的 完备 权 集 ， 我 们 前 面 普 茵 
出 他 代数 4。 不 可 约 表 示 13, 2}) 的 权 图 , 它 是 由 根 权 性 质 做 出 的 ， 
同时 我 们 还 可 以 从 第 四 章 介 绍 的 声 图 相应 的 不 可 约 表 示 出 发 ， 给 
出 该 表示 相应 的 爹 部 标准 盘 ， 曙 这 些 标 准 策 集 也 本 方便 求 出 表示 
其 人 失 的 相应 完备 权 集 ， 这 将 在 下 面 讨论 强 子 的 分 类 时 上 暴 体 介绍 ， 


3$7. 3 直 积 表示 及 其 约 化 


如 群 的 喜 根 表示 一 样 ， 也 可 定义 李 代 数 二 的 所 积 表示 。 不 论 
就 才 示 论 本 身 ， 还 是 对 李 代 数 的 实际 序 用 调 言 ， 研 究 它 的 吉 积 表 
示 玉 其 约 化 痢 关 十 分 筷 归 的 。 对 于 有 限 群 ， 可 用 特征 标 理论 将 起 
舱 才 未 约 化 为 该 群 某 些 不 可 约 表示 的 直入 ， 并 求 出 每 个 不 可 约 表 
示 的 重复 庆 ; 对 十 绽 换 群 的 走 积 表 w 志 ， 可 分 为 内 积 和 外 积 ， 其 内 
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积 约 化 即 是 有 和 艰 群 的 直 积 表示 约 全 ,而 外 积 约 化 吓 弄 助 于 杨 盘 法 ， 
并 可 将 这 了 种 方法 推行 到 各 种 经 典 群 不 订 约 张 巧 去 示 的 直 积 表示 约 
化 ， 它 可 方 使 地 求 出 痉 典 群 的 直 积 表 水 所 包含 的 各 种 不 可 约 张 其 
表 式 ， 几 全 守 孙 公式 推 针 其 表示 维 数 ， 并 由 不 右 约 张 贡 表示 对 应 
的 标准 着 给 出 该 表示 的 起 失 ， 本 节 将 从 根 权 理 论 出 发 来 探讨 李 代 
数 的 让 积 表示 约 化 ， 不 难 石 出 这 上 中 种 方法 是 相辅相成 的 。 

设 DD 二 {DB|rEgI 和 DD 一 {DYYCr)|xEg} 分 别 是 李 代 

数 gg 的 两 个 训 入 维 表 示 ; 则 可 定义 

二 {D2 一 BODE |zEE} 了 也 是 的 一 个 表示 ; 称 其 
为 D? 与 DD 的 赤 积 表示 ,并 记 为 D 二 PD” 的 DM, 其 家 示 维 数 为 
nn 二 np* #7。 即使 DD 和 了 DY 为 5 的 两 个 不 可 约 表 示 ,; 但 共 直 积 表 示 
一 般 是 可 约 表 示 。 若 以 *“ ~” 代表 等 价 舌 系 , 则 它 等 价 于 gg 的 某 些 
不 可 约 表示 的 直 和 ,到 

DPOD™ ~ 2 rp™ (7. 3.1) 
其 中 也 m 为 其 直 积 表 杰 所 包 舍 不 可 约 表 示 D* 的 次 数 ( 重 复 度 )， 
在 实际 应 用 中 玉 wm 是 相当 重要 的 。 直 积 表示 POOD 有 以 下 几 
个 主要 性 质 ， 

1” HR DOOD DOI~DH NN DAAODI ~ DROD™, 

2° DAODT ~ DRYDTD, C7, 3. 2} 

3 CDPDIOIAODT ~ DNDNOODY). 

4 CDIADDIAODI~ ODIODIIDDIODDT) 

设 不 可 约 表 示 信和 DD 的 基 矢 分别 为 E 人 =1,2, 28y) 利 
B=1200 py); 其 相应 权 系 入 信和 入 总 分 别 对 应 万 加 和 DD 中 
的 村 往 失 ,征召 7.6 说 则 不 仅 不 同 科 的 本 征 矢 是 线性 独立 的 , 茎 然 
是 不 可 药 表 示 , 则 每 个 > 重 权 也 必 有 了 个 线性 独立 的 本 征 矢 (5 基 
和 天) , 国 此 妨 人 和 DD 的 直 积 表示 宝 问 料 是 这 二 个 不 可 约 表 示 的 

“和 个 其 实 全 2 名" 张 开 的 空间 ,让 然 :下 失 天 8 的 祝 是 和 各 于” 
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这 两 个 相应 权 之 和 ,-- 般 讲 直 积 表 示 等 价 于 若干 个 不 可 约 表示 之 
直 和 ,又 由 最 高 权 定 理 可 知 ,所 包含 的 每 个 木 可 约 表 示 必 对 应 一 个 
最 高 权 , 故 李 代 数 的 直 积 表示 约 化 就 等 价 于 从 二 个 不 可 约 表 示 相 
庶 的 权 系 信号 和 入 中 之 和 中 分 析 其 包含 的 不 可 约 岩 示 的 最 高 权 ， 
其 体 步 又 如 干 ， 
1 和 帮 两 个 不 可 约 表 示 权 系 之 矢量 和 入 = 入 信 十 入 中 , 求 出 该 
直 积 表示 的 所 有 权 ; 
2” 从 根系 入 中 找 出 最 高 权 六 上 ,从 而 求 出 六 所 对 应 的 不 可 约 
表示 D" 及 其 全 部 权 系 个; 
3 从 入 中 扣除 属于 不 可 约 表 示 2 的 全 部 权 人 0, 再 重复 上 
述 (2) 与 (3) 过 程 ,直到 全 部 权 被 扣除 为 庄 。 相 继 又 可 得 到 所 包含 的 
不 可 约 表示 De ,DD …,Dm。 下 面 将 以 两 个 实例 阐明 直 积 表示 
的 约 化 过 程 。 
例 1 李 代 数 4A, 直 积 表示 D”1O@D?1 的 约 化 ，。 
已 知 4; 的 两 个 素 根 为 wa 和 zs, 不 可 约 表示 Dt 的 最 高 权 为 
让 一 去 (ai 十 250) ,该 表示 的 权 系 Ae2 由 3 个 单 权 组 成 , 即 
让 犀 将 ， 一 站 A 
A®=| 1 2， 3 2 ， 和 9 
则 直 积 表示 10,1} 四 10,1;1 的 权 系 为 
(2+ 2 二 Gas CQ 二 Qs 201 十 A 222 一 2 
3 1 3 3 ”3 3 ” 
一 汪 一 22 一 如 十 ar ,一生 一 2 ,二 4 一 2 
3 3 3 3 


《7. 3. 3) 


2 


由 于 22 4 2 十 4 是 A 不 可 约 表 示 {0,2} 的 最 高 权 , 该 表示 的 权 系 为 


Aea 一 | 2 十 4 2xi 十 aa pp A 
3 3 后 3 bd 2 下 
一 上 2 da 二 2] 
3 “ 3 
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从 57. 3.3) 式 给 出 的 权 系 中 扣除 权 系 和 人”. 剩 下 的 3 个 权 为 
Zuo ete = 2) 
3 ”3 ' 3 
这 正 是 不 可 约 表 示 D0" 的 权 系 和 从", 因此 该 直 积 约 化 可 简单 表 
为 


{0;1}09{011} 二 {0,2}@D{1 ,0} 
按照 这 种 片 法 对 半 单 李 代 数 的 直 积 表示 进行 约 化 是 普遍 适用 
的 标准 方法 ， 但 从 此 例 下 看 出 ， 这 种 做 法 比较 繁琐 ， 尤 其 是 对 高 
维 形 示 ， 其 约 化 更 为 麻烦 ， 在 实际 问题 中 ， 往 往 可 依据 所 涉及 椰 
代数 的 特点 ， 采 用 相应 的 特定 方法 可 较 简 便 地 处 理 约 化 问题 。 
例 2 这 代 数 Cs 不可 约 表 示 {0,116910,21 的 约 化 。 
在 李 代 数 每 个 不 可 约 表 示 中 ,其 每 个 权 训 都 可 通过 最 高 权 信 
来 求 得 。 设 上 为/ 秩 李 代数 , 权 六 的 分 量 形式 为 
邮 一 A， 一 re CF?. 3. 4) 


ro 为 非 负 整数 ， 由 于 直 积 表示 PD 所 包含 的 每 个 不 可 约 表 
示 的 任何 权 都 必 是 这 两 个 不 可 约 表 示 羽 系 入 个 和 入 ”的 矢量 和 形 
式 , 著 D% 和 DD 中 的 最 高 权 分 别 为 入 信和 大 仆 , 则 由 权 的 性 质 决 定 
其 所 包含 的 每 全 不 可 约 表 未 的 最 高 权 的 第 :分量 A,; 都 必须 闵 0， 
所 以 直 积 表示 所 包含 的 不 可 约 表 示 D" 的 最 高 权 信 个 必 满 足 
Am 一 (Ap 十 Am) 一 之 ra20 (7. 3. 5) 
tt 


当然 ,上 式 求 得 的 各 并 不 -- 定 部 是 对 应 于 的 不 可 约 表 示 的 
最 高 权 , 它 还 必须 确保 af? 为 非 负 整数 ,其 中 
一 中 A 2 
Ca "a ey 
从而 排除 (7. 3. 5) 式 的 多 祭 解 ,再 银 据 所 含 不 可 约 才 示 维 数 之 和 等 
于 nae* mr 即 可 将 下 积 表示 约 化 为 若干 不 可 约 才 示 的 盐 和 和。 
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, (aE HU) 《7. 3. 6) 


由 于 奉 代 数 G, 的 二 个 素 根 w 和 a; 满足 条 件 人 (xl * &1) =,3， 


(oa sa 一 1 和 Kai ec 0 一 一 立 , 故 可 选取 = 一 立 ? 和 as 
二 {041) 设 机 一 a 人 十 ia 如 rt 一 af 则 G 不 可 约 表 示 五 中 的 维 数 
为 
太一 十 ta 十 3 十 2]C2 二 4 十 3) {an 十 2az 十 4) 
(te tre 1)/120 《7 了 . 3. 了) 
由 上 式 可 分 别 算出 李 代 数 Ge 不 可 约 表 示 {aiyas} 一 (901 和 {0,23j 
的 维 数 分 别 为 7 了 维和 27 维 , 再 由 (7. 2. 13) 式 分 别 求 得 其 最 高 权 为 


Rm (7. 3. 8) 


六 GD 一 2ai 十 4es 一 (V 3 1) 
利用 (7. 3. 53 式 ,这 了 时 商 个 不 等 式 可 写 为 
AP 一 达 、 吾 -nm >0 
3 3 {7. 3.9) 
AP=F tr 襄 一 "0 


表 ?7.3 


a sa 


Di 


LS 


Dn 


itt 


D'™ 
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由 (7.3.9) 式 不 难 求 得 以 下 可 能 的 18 组 解 : 

n=0,0.1,11,1,2,2,2,20,2,3,3,3,3,3,3,3 

rs—=0 O023.0.1,2,.3,4,0:1,2,3:4.5,6 
但 只 有 以 下 六 组 解 G yr 二 050,07 .00,1),;(1,2),(1,3), C2,4) 和 
5316) 对 应 的 最 高 机 才能 潢 足 a 和 a 为 非 负 整数 ,它们 相应 的 不 
可 约 表 示 如 条 7.3 所 示 ， 

由 -了 X27 二 977 二 84 十 2? 十 14 二 7, 上 G; 这 两 个 不 可 约 洪 示 
的 直 积 约 化 为 

站 =D DDHDDPTODINDDT 


$7.4 夸克 模型 和 强 子 波 耳 数 


实验 上 已 发 现 数 百 种 “基本 粒子 ”, 壮 克 模型 认为 通过 强 作 帮 
而 形成 的 各 种 重子 和 介子 都 是 由 “夸克 ?组 成 的 ,改称 它们 为 强 子 。 
目前 实验 上 已 证 明 有 6 种 不 同 所 谓 “ 味 * 的 夸克 存在 ,分 别 记 作 
uC 上) ,dC 下 ),s( 奇 ),c( 银 ),b( 底 ) 和 1( 顶 ) 夺 克 , 每 个 重子 数 为 二 


的 夸克 都 有 相应 的 肥 夸 克 存 在 ,其 重子 数 为 一 闻 。 除 电荷 Q 和 同 
位 旋 个 第 三 分 量 这 两 个 熟知 的 相 加 量子 数 外 ,还 有 淋 异 数 5， 
内 数 C, 底 数 B, 项 数 T 和 超 荷 了 (重子 数 和 奇异 数 之 和 ) 等 相 加 量 
子 数 , 考 7. 4 列 出 了 这 六 种 夸克 相应 的 这 些 重子 数值 

夸克 模型 认为 ， 重 子 是 由 三 个 夸克 组 成 ， 而 介子 是 由 奢 克 和 
反 压 克 构 成 的 。 这 此 强 子 通过 态 克 间 的 规范 场 《 胶 子 场 ， 传 递 强 
作用 ， 在 忽略 中 强 作用 引起 的 竺 克 质量 差别 外 ， 实 验 上 观察 到 的 
这 些 强 子 具 有 明显 的 勾 正 对 称 性 , 它们 应 是 么 正 村 代数 ( 李 群 ) 的 
不 同 表示 ， 沪 模型 不 仅 对 强 子 分 类 取得 很 大 成 功 ， 而 且 对 发 展 量 
子 色 动 力学 ,探索 强 作用 栅 制 及 推动 超 对 称 研究 等 方面 者 取得 / 
令 人 盯 只 的 成 器 。 以 下 将 在 夸克 模型 基础 上 讨论 (33 和 se(043 李 
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、 代 数 的 权 图 ,并 给 出 每 个 权 对 应 强 子 的 次 克 波 函数 。 
表 ?7.14 六 种 牵 克 的 相 加 量子 煞 


4 一 1 强 子 的 sw(3) 夺 克 波 函数 的 权力 
低能 重子 是 由 us d,s 这 三 种 味道 的 轻 硅 克 扩 构成 ,它们 形成 


st3) 李 代数 的 3 维基 础 表示 gi (ql 二 wg4 一 qs 二 5), 己 知 su (3) 是 
秩 为 2 的 李 代 数 ,为 实际 应 用 方便 起 多 ,可 取 其 击 当 于 空间 为 河 位 


旋 第 三 分 量 了 ,= 石 , 和 超 茶 Y 一 后 H' 这 时 su(3) 两 个 基础 表 、 


示 的 权 图 7?. 5 将 变 为 图 7. 8, 相 应 的 权 矢 量 分 别 对 应 着 u,d,s 三 
种 咨 克 和 u,d 积 s 三 种 反 夺 克 , 这 两 个 表示 对 应 的 杨 图 分 别 为 口 


和 由 . 

既然 重子 是 由 3 个 夺 克 组 成 的 ,它们 相应 于 su(3) 的 3 阶 张 量 
表示 ,由 于 

DeDeo- CDe 上 


® FH 9 
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图 7.8 装 克 积 反 半 克 的 4A: 权 图 
而 夺 克 模型 认为 重子 只 能 是 sk3) 的 3 阶 完全 对 称 张 量 10 维 


表示 和 和 3 阶 混 含 对 称 张 量 的 & 维 表示 (这 星 只 取 对 称 型 混 


合 张 量 ) ,其 声 氏 对 称 化 算 子 分 别 为 ye 和 ye ,其 中 
y=e 二 (C12) 十 (13) 十 (23) 十 (123} 十 (321) 
ye—(13)+(12) — C123) 
实验 上 发现 的 让 二 也 的 10 个 重子 恰好 属于 su(3) 的 10 维 
表示 ,其 相应 的 标准 盘 及 被 指定 的 重子 分 别 为 
Ar~[ulalu At~[ululdl],A~ [uldld | 
A ~| dldld J.3 ~ ululs ,2* ~ uldls | 
> "~ ata ,~ Cl ,es "~ La | 
0- ~ slsis | 
当场 氏 算 子 3y@ 作 用 在 标准 盘 给 出 的 邦 克 排列 次 序 上 ,再 考 
虑 到 归 一 化 ,立即 可 得 到 每 个 重子 的 夸克 波 阔 数 , 由 于 3 个 夺 克 的 
量子 数 7 和 了 的 相 吉 性 ,不 难 求 出 每 个 重子 相应 的 权 , 其 权 图 如 
图 7.9(a) 所 示 ,以 下 仅 写 出 有 代表 性 的 一 个 重子 的 分 克 波 玉 数 作 
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为 例子 。 


六 rnfurnd) 一 


1 {uud-Fudud-duu} 
3 


方 


E+* ~ yy Cuds) = 冶 Cuds 十 dus 十 sdu 十 usd 十 dsu 
十 su9) {7. 4.1) 
实验 上 最 常见 天 的 质子 (P) 和 中 子 (m) 等 J* 一 闻 的 8 个 重子 
属于 xs5a3) 的 38 维 表示 ,其 相应 的 慰 准 芋 帮 被 指定 的 重子 分 别 为 
.~ [ud s+ 
I 出 ， n HH 和 空 * 


z-~ [dd , BS~ luls| ， -~ ld ， 
上 时 
而 2 重 权 的 两 个 标准 盘 9 和 将 对 应 重子 和 入”， 
前 面 的 6 个 单 重 权 对 应 的 重子 奎 克 波 通 数 很 容易 写 为 
Py tivud)= 拟人 udu—duuy 


ny Cudd)= 所 tdud -2ddu) 


Et ~ Pv) mud usu sub) C7. 4. 2a) 


2 ~y"Vcdds)=— (2dds—dsd—sdd) 


.让 


《USs 十 SUS 一 - 2sstU) 


re 


= 


E-~y*n (dss) = -dss+Tsds 一 zssd) 


由 于 2 重 权 代表 具有 相同 量子 数 ( 了 ,7 的 两 个 不 同 粒子 ,其 穿 克 
波 旺 数 必 肌 正 交 , 而 这 两 个 标准 盘 粗 应 的 夸克 波 瑞 数 并 不 正 交 , 它 
们 分 别 为 

282 


Py Cuds)= uds 一 sdu 十 dus 一 dsu) 


pay usd)— (usd—dsutsud—sdu) C7. 2. 2b) 
车 取 名 代 由 重子 A', 则 代表 重子 写 的 舍 克 波 函 数 应 为 op 一 am 十 
Bg ,并 满 是 过 锡 | 多 > 一 0 再 考 瑟 刘波 国 数 的 归 一 化 茶 件 , 则 不 难 
求 得 写 的 夺 殉 波 函 数 为 


a 1 
= tsdu 二 dsu 二 usd 二 sud 一 2uds 一 2dus】 
3 u uds 
(C7. 4. 2c) 


当然 ,我 们 也 可 选取 第 一 套 杨 氏 对 称 化 算 子 y55 一 e 一 (12) 
+(i3) 一 (132), 并 将 置 欣 算 符 视 为 对 夸克 编导 作用 ,然后 再 按 夸 
克 编导 次 序 排 列 。 如 yneull)d52)u(03)) 一 ugl)df2yu03) 一 u 
《2?qt1)af3? 二 uf3)d(C2)ut1) 一 ug3)dfl)yuf27 一 uClydg2yu(3) 一 


djyu(2yu(3?Tuflyd(2yuC3) 一 alyuc2)uf3) 一 1 curlydc2) 
J 
uC3)—d(Du(2)u(3) = udu — duu}. 
则 8 个 J 二 方 的 重子 夸克 波 函 数 又 可 安 为 
了 一 ud duu) 
n~ Cudd—dud) 
万 

ZE! 一 Eu) 

5 一 -dsad) (7.4. 3) 

己 一 及) 

已 ~ 
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~ susd —suddsu— sdu) 


A 一 - 读 《2uds 一 2dus 十 tsd 十 sdu 一 dsu 一 sud》 
以 诗 列 出 的 二 套 重 子 8 维 表示 的 夺 克 波 洒 数 在 文献 中 都 可 碰 


到 ,但 其 组 分 夸克 成 分 不 会 改变 ,至 于 选择 层 套 是 随意 的 ,其 权 图 
如 图 7. 3 中} 所 示 ， 


(ay 《by 
图 ?7.3 低能 重子 的 au(3)10 维和 8 维 表示 权 图 
奔 克 模型 还 认为 介子 是 由 夸克 g, 和 反 硅 克 了 构成 的 ,由 反 压 


克 对 应 的 sw(3) 基 础 表示 权 图 7. 8 可 看 出 ,gq 一 egge (yj 
h 二 1,2,3), 即 3 种 区 专 克 的 扬 盘 分 别 为 | 一 一 5 


= | 当 一 7"=5. 放 专 克 和 反 奇 克 扩 属 的 两 个 基础 表示 的 直 和 
约 化 可 以 下 式 杨 图 来 表示 。 
3 一 贸 QD= 四 enD- 上 HH @D 
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其 中 8 维 表示 可 视 为 su《3)2 阶 零 迹 混合 张 量 表示 , 即 满足 之 /9'g 
二 0。 这 样 独立 分 量 只 有 8 个 ,可 分 别 对 应 着 常 风 的 J 一 O 的 8 个 
麻 标 介子 ,其 相应 关系 为 


7 I 全 -4 [113 
用“ 了 一 SU ,KK'~—sd 2 ‘KR ~—ds 3 
Tt du .一 ud 一 [312 ,及 一 一 SS- i 


而 2 重 权 对 应 的 标准 盘 有 两 个 ， 
一 到, 用 3 ss 
dq 器 SS 


显然 dd 和 ss 夸克 态 有 其 有 uu 相同 的 权 , 但 从 介子 rr 和 rr 所 包含 
的 夸克 成 分 不 难看 出 ,re 介子 夸克 变 函 数 的 最 佳 选 择 应 为 
1 — — 
uu—dd 
Jz dd) 
为 了 满足 2 阶 混合 阶 量 的 零 迹 条 件 和 介子 积 其 它 0- 介 子 夸克 
波 函 数 的 正 交 条 件 , 故 习 计 点 波 函 数 应 为 
1 一 Te da gd-2s 5) 
这 样 8 个 痊 标 介子 的 夸克 波 函 数 可 写 为 (7. 4. 4) 式 的 零 迹 3 阶 矩 
阵 形 式 ,其 权 图 如 图 7. 10(a) 所 示 。 


EE 


™ 
2 VE nt K+ 
Mi 一 _ x 了 K: (i,j=1,2,3) 
x 一 一 一 十 一 一 
2 V6 2 
K- K° v6 


C7. 4. 4) 
由 于 每 个 村 克 的 自 施 /== 广 , 故 硅 克 和 反 圭 克也 可 构成 总 自 


旋 为 "二 1- 的 失 量 介子 ,两 个 自 旋 向 上 的 奔 克 和 上 反 压 克 gq; 人 不 
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将 约 化 为 二 1 的 8 维 表 示 和 1 维 表示 ,这 恰好 对 应 着 实际 上 发 
现 的 9 个 矢量 介子 ,其 权 图 如 图 7- 104b) 所 示 。 


T 


@r 


可 T; 


(tay (hb) 
图 7.18 侣 - 介 于 8 维 1- -介子 (8 十 1}) 维 su(3) 表 示 权 图 


仿照 (7. 4. 4) 式 ,J* 二 二 的 8 个 重子 也 可 写 为 年 阵 形式 , 它 
们 属于 su《3) 的 8 维 汇合 张 量 表示 ， 


也 A 
一 一 十 六 二 BP 
/i VE 
| . > A" _ 
B= 工 一 一 十 n C7. 4. 3) 
| 2 ve 
局 一 Re 一 2A*| 
V 6 


这 种 矩阵 形式 对 于 研讨 sxe(3? 不 变 基 是 很 方便 的 。 
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4 一 2 sutn) 这 代数 不 可 约 天 示 权 图 的 一 般 讨论 


从 荆 上 讨论 不 难看 出 , 苦 把 超 荷 视 为 权 矢 量 第 一 分 量 , 则 除了 
恒 等 表 示 外 , 李 代 数 swt3) 不 可 约 表示 的 权 图 只 有 三 种 类 型 : 

《1) 配 分 [入 对 应 的 单行 杨 图 ,其 权 图 是 售 置 的 正三 角 型 ,该 类 
表示 的 最 高 权 对 应 的 标准 盘 是 每 个 方 格 帮 填 = 硅 克 ,因此 最 高 权 
为 

Y= 分,T,= 祁 

《2) 配 分 为 [X44 二 [244,4oj 的 开行 杨 图 ,其 权 图 为 正六 边 
形 , 最 外 层 为 单 重 权 , 峡 内 其 权重 数 逐 圈 增 加 ,最 高 权 对 应 的 标准 
盟 为 第 一 行 全 填 u 彰 充 ,第 二 行 全 填 d 夸克 , 故 最 高 权 为 


TY 一 Ts 一 学 


《3) 配 分 [各] 对 应 的 -… 般 双 行 忆 图 ,其 权 图 为 六 边 纺锤 形 ， 
最 外 层 为 单 重 权 ,向 内 其 权重 数 逐 层 增加 ,直至 内 圈 同 重 数 权 构 成 
正 世 角形 ,再 癌 内 去 扫 么 重 数 不 至 增 如 ,其 最 高 权 圣 应 的 标准 益 仍 
是 第 一 行 全 填 u ,第 二 行 全 续 册 ,二 最 高 权 为 

了 一 (十 和 773， 一 (人 一 如 72 

虽然 上 面具 讨论 了 swt3) 李 代数 不 可 约 表 示 的 权 图 ,但 不 难 
料 这 种 方法 推广 到 次 高 的 sw Gz) tn 全 3) 李 代数 。 随 着 实验 能 量 的 
增 栅 ,还 发 现 了 不 少 含 刀 穿 克 的 强 子 ,这 时 强 子 分 类 将 具有 su (4} 
对 称 性 , 它 是 个 秩 1==3 的 李 代 数 , 其 权 空 间 是 3 维 的 , 除 起 荷 种 同 
位 旋 第 三 分量 外 ,还 多 一 个 标 征 吝 数 CC 的 分 其 ,然而 重子 依然 由 3 
个 营 弄 构成 ,而 介子 田 奔 克 和 反 夸 充 组 成 , 当 无 各 傅 克 和 参 于 了 时 (CC 
一 0 平面 内 ) ,其 忆 图 就 是 于 述 之 结果 ; 当 强 子 包 含 一 个 到 压 克 时 
《CC 一 1] 平面 内 }, 必 有 类 同 的 sul3) 涉 可 约 表 示 权 图 ; 面 当 强 子 包 含 
二 个 眶 奔 克 时 {C=2 平面 内 ) .同样 有 sw(3) 的 2 维权 图 ,图 7, 11 分 
别 给 出 了 刺 高 能 产生 的 强 子 swt4) 的 20 维 不 语 约 表示 的 权 图 对 
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应 的 各 种 重 了 手 , 这 些 强 子 在 高 能 实验 中 天 都 被 观测 到 ,这 从 一 个 广 
面 说 明了 夸克 模型 对 粒子 分 类 的 突出 成 就 。 

当然 这 种 权 图 作法 也 可 扩充 到 u,d,s,c,b 五 种 夸克 对 应 的 
stf5) 夸 克 模 型 和 包含 1 夸克 的 set6) 夺 点 模型 ,但 实验 上 上 至今 发 
现 的 食 bb 奔 克 的 量子 只 有 一 二 个 ,其 权 失 量 分 别 为 4 维和 3 维 , 只 
能 在 不 同 底 数 和 顶 数 的 平面 或 3 维 空 间 内 作 图 。 每 个 强 子 的 夺 克 
波 函 数 也 可 类 似 由 标准 盘 通 过 对 称 化 给 出 。 


7.11 ydss 和 和 < 夸克 组 成 的 sul(4) 重 子 多 重 访 
(a) 含 重 子 8 重 态 的 su(4)20 维 表 示 权 图 ，; 
《b) 售 重子 10 重子 访 的 su(4)20 维 表 示 权 图 


$7.5 盖 尔 坚 - 欧 丘 巴 
(Gell-Mann,Okubo) 质 量 关 系 


在 强 作用 中 , 除 同 位 旋 和 重子 数 守恒 外 ,还 引入 另 一 个 守恒 量 

3S- 育 和 外 数 , 因 为 实验 二 发 现 有 些 粒 子 柱 质 奇 特 , 而 称 它们 为 奇异 数 

S 不 为 零 的 并 姑 粒 了 ,最 轻 的 奇异 粒子 是 KK 介子 ,KK 介子 CK*， 
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K") 是 5S 一 1 的 同位 旋 二 重 态 ,其 反 粒 子 民 (K?",K-) 为 S 一 一 1 的 
同位 旋 一 重 态 ,由 于 强 作 用 必须 奇异 数 守 征 , 政 育 异 粒子 必须 成 对 
产生 。 例 如 , 当 两 个 质子 碰撞 时 各 能 产生 KK 介 子 , 其 反应 为 
P+Pe…P 二 PKi! 二 +K- 

实验 上 也 发 现 不 灾 奇 异 重 子 , 如 人 = 一 1 的 同位 旋 二 重 态 3 ， 
王 和 及 同位 旋 单 态 A?33 一 一 2 的 同位 旋 二 重 态 重子 豆 和 吾 ， 
这 些 常见 的 介子 和 重子 皆 可 视 为 su(3) 的 8 维 表 示 的 成 员 , 其 梳 
图 分 别 为 图 7.10(a) 和 图 7. 95b) 所 未 ,在 rP 散射 实验 中 , 随 着 能 
量 增 加 ,还 会 产生 su(3) 的 10 维 表 示 相 应 的 重子 ,其 权 图 如 图 ?. 9 
(a) 所 示 :S== 一 1 的 同位 旋 二 重 态 为 三 (YY 和 一 
(Y 而 3= 一 2 的 同位 旋 二 重 态 为 刀 " 和 号 “理论 上 子 言 的 8 
一 一 3 的 人 不久 也 被 实验 发 现 了 。 

如 果 构 成 这 些 粒 子 的 强 作 用 是 sa537 完 全 对 称 的 , 若 略 去 电 
磁 作 用 各 弱 作 用 可 能 引起 的 微小 质量 差异 , 则 在 同一 个 多 重 态 中 
的 所 有 粒 于 应 该 具有 相同 的 质量 .然而 ,实验 上 发 现 这 些 粒 子 的 质 
晨 相 差 丰 当 大 ,如 质子 质量 mm 一 938MeV ,而 重子 2 的 质量 刀 z 王 
1190MeW, 定 粒子 质量 为 me 一 1320MewV ,ms 全 1.5, 为 了 解释 
它们 既 具 有 swt3) 对 称 性 叉 存 在 相当 大 的 质量 人 莽 异 的 客观 现 演 ,人 
们 假设 强 作用 哈密 顿 五 可 分 为 Hs 和 五 两 个 部 分 ,其 中 瑟 , 称 之 
超 强 相宜 作用 , 它 是 sau(3) 完 全 对 称 的 ,决定 了 这 些 强 子 的 sw(3) 对 
称 分 类 ;而 态 ' 称 之 中 强 相 互 作用 , 它 将 引起 同一 个 sw(3) 表 示 中 的 
强 子 质量 分 型 。 

物理 车 常常 选取 8 个 线性 独立 的 3 维尼 米 堆 了 迹 矩 阵 义 
(二 1,240 呈 8) 和 作为 st3) 李 代数 的 基 , 通 常 称 EE 汶 蔓 尔 明 算 阵 ,其 
具体 形式 为 


0 1 0 | 
= 0 0 一 1 
0 0 0 0 
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0 o 1 0 0 —i 00 0 
-| 0 0 | 0 0 “| 0 : 《7. 5. 1) 
1 0 0 if 0 0 0 1 0 
[9 0 0 | 1 0 0 
“=| 9 —i 2 1 ;| 
Or 0 0 0 —2 


这 时 su(3) 的 代数 结构 将 由 8 个 生成 元 一 这 的 答 阵 对 易 关系 
来 确定 ,显然 可 取 了 二 省 和 了 二 一 上 分别 相应 于 同位 旋 第 二 
2 /3 


分 车 和 超 术 ,以 了 和 Y 了 为 sxt3) 的 嘉 当 子 空间 中 ,其 权 天 量 正好 
对 应 着 强 子 ;由 于 吾 。 是 sut3) 完 金 对 称 的 , 阁 Ho 应 与 它 的 8 个 生 
上 成 元 都 对 易 ; 而 中 强 相 豆 作 用 HH' 不 影响 权 矢量 移 分 布 , 它 应 与 嘉 
当 子 空间 的 Y 了 和 7 了 对 易 ,其 最 简单 选择 应 与 TatY) 成 比例 。 
如 时 质子 是 静止 的 单 粒子 态 1P> , 则 其 质量 应 为 
<PIHIP>= <PIH,IP>+<PIH'IP> {7. 3. 2) 
由 于 Hs 是 su(3) 对 称 哈 窗 顿 量 , 故 上 式 第 一 项 对 多 重 态 的 每 个 强 
子 贡献 同 祥 质 量 mo, 而 H' 正 比 于 生 志 元 76, 由 于 J 一 译 的 8 个 
重子 属于 su(3)8 维 混合 张 量 表示 :出 t7.4.5) 式 给 出 ,如 间 第 四 章 
六 选择 定 则 一 样 ,要 使 矩阵 元 之 B1H'18 六 是 个 小 变量 ,其 张 量 指 
标 都 要 收缩 掉 , 而 确保 其 为 sxc3)1 维 全 等 表示 ,具有 两 种 收 总 方 
式 可 保证 该 符 阵 元 是 厅 变 量 , 即 
瑟瑟 9) (7. 5.3) 
BO = TB+T,B) 
糙 47. 4. 5 式 给 出 的 混合 张 生 形式 好 各 及 (7.5.1) 式 给 出 的 
一 去 和 拭 阵 代入 (7. 5. 3) 式 , 山 得 
<BIH'IR>=rTr(Bt BT YYyTrBT TTB) 
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一 rr(Z 十 2 十 也 “十 号 十 全 一 一 2P? 一 2n 
一 A2)712 十 y( 王 :十 3 十 Z- 十 P? 十 nz 一 
并 
一 2EY 2 )/12 《7. 5. 4) 
其 中 宅 和 yy 为 与 swt3) 无 闫 的 比例 常数 ,在 忽 格 同位 旋 多 重 态 的 
质 基 益 后 ,由 上 式 不 难得 到 四 类 重子 的 质量 为 ; 
ms=<NIHIN>=m~27xy 
mr 二 |H| 这 T= (7. 3.3) 
mz=<B|IHIE>=mt+x—2y 
ma 二 =AIHIA>=m—x—y 
虽然 从 对 称 性 关系 并 不 晓得 参数 mo,z 和 yy 的 具体 数值 ,但 
由 (57. 5. 5 式 立 即 得 刘 关 系 式 
2 十 33 一 3 十 到 > (7.35. 6) 
将 实验 值 mv 一 940MeV ,ma 二 1115MeV ,mz 二 1190MeV ,和 
ms 一 1320MeV 代入 上 式 , 其 误差 仅 为 3 皮 , 这 就 是 著名 的 次 尔 曼 - 
欧 丘 巴 质量 关系 。 
对 于 sut3)10 重 态 中 的 重子 质量 ,同样 也 可 讨论 矩阵 元 为 
ZI0HI10>=<10|H,|10> 二 + 之 10|H'110 六 二 zo 十 之 10 
IH 110 污 ,由 于 看 ccTs 是 属于 sul3)8 维 混合 张 星 表 示人 ,1), 按 
照 群 的 基本 原理 可 知 , 达 10|1H'110 沁 是 省 包 含 不 变量 取决 于 sa 
(3)8 维 表 示 忆 ,1) 与 10 维 表 示 !3,0? 的 直 积 表示 所 否 包含 未 态 10 
维 表 示 , 因 为 
《1 的 (3:0) 一 (4 1) 四 022 四 (3, 0) 十 1) 二 式 表 有 明 其 直 
积 几 示 只 包含 唯一 的 10 维 表 沁 , 故 短 阵 元 之 10|1H'110 六 只 有 一 
项 对 厦 电 有 贡献 , 羡 国 五 'ccYTyecy ,四 此 可 期 待 每 个 重子 质 靶 写 
为 


mm 二 xn 十 4aY (a 为 常数 ) 
这 样 10 生态 王子 的 质 辟 关系 为 
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mr —ma=ma —mr' ma- — me: C7. 5.7) 
将 实验 值 ma 二 1230MeYV ,mz 一 1385MeV ,ms' 一 1530MeV ,代入 
上 式 共 本 符合 ,由 此 可 于 言 ma 一 1680MeV ,不 久 实 验 上 就 发 现 
了 全 "粒子 质量 为 1672MeW ,从 而 使 人 们 更 至 信 su53? 对 称 性 的 夸 
克 模 型 正确 性 ， 


3$7.6 su(6) 夸 克 模 型 和 重子 磁 算 


上 节 忆 讨论 过 自 施 为 去 重子 的 su(3)8 重 态 和 自 施 为 也 重子 
的 su《3)10 重 态 ,不 难看 出 这 些 重子 的 质量 和 许多 内 豪 人 性质 差别 
并 不 大 ,人 们 猜想 可 能 存在 更 高 对 称 性 ,从 而 使 这 两 组 重子 属于 更 
高 对 你 群 的 则 ~ 个 不 可 约 表示 的 不 同 权 的 粒子 ,由 于 该 表示 所 包 
含 的 重子 具有 不 同 自 旋 , 故 这 个 对 称 群 的 生成 元 不 应 与 描述 自 旋 
对 称 性 的 se(2? 生 成 元 皆 对 易 , 这 暗示 着 存在 内 部 对 称 性 和 时 空 
对 称 性 的 混合 ,因此 这 种 包含 自 旋 对 称 性 的 理论 是 非 相 对 论 的 , 按 
着 su(3) 夺 克 模 型 ,这 些 重 子 都 是 由 ,d,s 三 种 窜 克 构成 的 ,而 每 
种 夸克 又 有 自 施 为 十 三 和 一 万 两 种 状态 , 故 有 六 种 夸克 态 可 分 别 
成 了 su(6) 对 称 的 矢量 表示 ,此 李 代数 共有 35 个 生成 元 ,不 难 设 
起, 当 不 考虑 重子 自 旋 时 ,它们 应 具有 sx(3? 对 称 性 , 即 存在 8 个 
su(3) 生 成 元 三 W@1sx (i 二 1 s2 8) ,这 里 7x3 是 2 维 单位 所 阵 ; 


而 当 不 考虑 se(3) 对 称 时 ,这 两 组 重子 自 旋 分 别 为 二 和 羡 ,相应 于 


see(2) 自 旋 对 称 性 , 故 又 包含 二 个 叹 (2? 生 成 元 二 oaQ1vs(a 一 1,2， 


癌 -- 个 saf3? 子 代数 和 -个 吕 52) 子 代数 ,但 它们 孝 林 是 sf 6 的 
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不 变 于 代数 。sat6) 的 其 余 24 个 生成 元 可 选 为 
MD [和 7, 6. 1} 


不 难 想象 自 施 为 二 的 8 个 重 于 和 直 旋 为 了 的 10 个 重子 将 构成 
个 56 维 多 重 态 ,显然 它们 属于 se(6) 的 完全 对 称 三 阶 张 量 表 示 ， 
苛 以 共 子 代数 sa 人 3 由 52 来 分 析 , 这 个 sut6) 三 阶 完全 对 称 张 
其 家 信 一 种 可 能 是 由 这 两 个 子 代数 间 时 为 完全 对 称 三 阶 张 最 的 直 
积 表 示 所 爸 城 ,这 时 重子 自 施 为 也 ,它们 分 别 属于 su《3) 的 10 维 
表示 和 su(2) 的 4 维 农 示 ,以 (10,4) 代 表 ; 另 一 种 可 能 性 是 这 个 
si 三 阶 完全 对 称 张 量 也 可 由 s2(3) 和 swt42) 的 同型 混合 三 阶 张 
最 直 积 表示 来 构成 , 它 找 述 重子 自 旋 为 这 ,这 分 别 丰 应 于 su(3) 的 


8 维 表 示 和 su(2) 的 2 维 表 示 , 以 (8,2) 代 表 。 因 此 三 个 自 旋 为 二 的 

装 克 将 构成 重子 属于 sk6) 的 56 维 表 示 , 若 以 其 于 代数 st3) 全 

sw (2) 相 应 不 可 约 表示 来 分 析 , 则 可 将 这 种 约 化 关系 写 为 
{C3,2)0003,2)0003,2)} Hye = (10,4)D (8,2) (7. 6.2) 


重子 的 su(6) 专 克 波 落 数 ,由 于 自 施 为 郑 的 10 种 重子 同时 属于 
su《3) 和 su《2) 的 三 阶 完全 对 称 张 量 表 示 , 利 用 前 面 介绍 过 的 标准 
盘 和 杨 氏 对 称 化 算 子 法 ,不 难 给 出 这 些 重子 的 奔 克 波 隔 数 。 例 如 。 
对 于 某 些 代 表 性 的 木 亲自 旋 投 影 的 夺 克 波 函 数 可 写 为 

IA* ,Sz 一 吝 >=luou>14 +> 


IA" ,Sz 一 一 记 >> 一 luuu>>|y y+> 


IA' ,Ss= 7 > dt ludu>+ lduu>}1t > 


(7?.6.3) 
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LA ,Sz= 这 > 一 iuud> + [udu> + lduu>} 


vi 
{| 本 | 
[5,5s= 广 之 一 {luds> 4 Jdus> f [sdu> 


1 
3 .2 
二 lusgd 半 十 jdsu 守 十 |sud 祈 }{| 相 耕读 
十 1 二 不 污 十 [于 不 相 之 } 了 ee 
然而 对 于 同属 于 swt3) 和 sz(2) 的 三 阶 混 合 对 称 张 量 表 未 的 
自 施 为 讨 的 8 个 重子 ,其 总 压 克 波 汕 数 也 必须 是 完全 对 称 的 ,因此 
sf(3) 部 分 的 波 国 数 中 一 对 反对 称 指 标 ,必须 帮 应 于 sw (2) 部 分 的 
向 祥 反 对 称 性 ,利用 前 述 的 写 夸 克 波 函数 技巧 ,不 难 写 出 这 8 种 重 
子 的 夸 充 波 隆 数 。 合 如 ,对 于 起 子 A ,可 给 出 蕉 夸克 波 国 数 为 
A ,Sz 一 互 > 一。 tds> -dus>3| 人 不 汤 


一 | 于 不 不 汪 } 十 (|sud 半 一 |sdu 富 (| 不 不 小 半 
一 | 不 不 污 ) 十 Clidsu 半 一 |usd 汪 CI 不 不 污 
一 | 下 下 站 人 人 (7. 6. 4) 
当然 车 以 su(3) 每 对 指标 的 对 称 态 乘 su(2) 的 总 自 施 投 影 为 去 的 
同样 一 对 指标 的 对 称 态 也 可 得 到 完全 对 称 的 suk6) 夺 净 波 国 数 ， 
例如 厦 子 和 中 于 的 窟 完 波 星 数 扣 分 是 为 
|P,Sz 一 二 7> 二 Fd> | 本 本 一 | 下 下 
1 二 Judo>(21 夺 于 不 污 一 | 不 在 半 
一 | 于 不 不 半 ) 十 |duu 宇 C21 半 相配 一 | 不 灶 不 污 
一 | 本 不由 一)》 (7.6.5) 


In,Sz= 了 > 一斑 -ddu>>(2| 不 y 守 一 14 不 渤 


一 上 了 不 人 ascii 让 之 一 | 下 下 二 汪 
-十 |udqd 人 2 村 闻 一 | 和 站 相关 
294 


一 | 不 林寺 之 )) {7. 6.6) 
利用 这 些 夸 克 波 函数 ,可 计算 各 种 重子 的 开 算 , 设 侠 个 夸克 者 
址 次 似 时 也 的 点 粒子 ,二 质 得 为 严 , 则 等 到 的 隘 定 为 


Qo 《7. 5.7) 


林 风 仿 更 赂 知 这 个 算 符 的 变换 性 质 类 似 于 su(86) 的 35 个 生成 元 
之 -… 刘 该 算 符 属 二 st6) 的 35 维 伴随 表示 , 类 似 挤 节 和 重子 质 量 
的 讨论, 要求 局 了 swt) 的 56 维 表 示 的 重子 磁 矩 ,我 们 促 对 抑 阵 
<561351356 全 存在 的 不 变量 感 兴 址 ,由 于 喜 积 表 关 356956 只 
念 一 个 引 6 维 表 未: 因此 该 短 阵 元 仪 存在 -项 不 变 其 , 即 该 矩阵 元 
只 决 定 十 单 - -参数 吉 ,而 冯 应 正比 于 生成 元 Qo 的 矩阵 龙 。 

<361Q so156> (7. 6. 8) 
特 .上 述 的 质子 和 中 子 的 千克 波 晴 数 代 入 (7. 5.8) 式 ,立即 可 求 出 它 
们 的 磁 害 比 , 国 为 质子 利 中 子 郁 是 算 符 o; 的 本 征 态 , 故 可 计算 算 
符 Qa; 的 斯 待 植 ,此 它 分 基 为 堆 , 因 此 有 

1 1 


Q olP,Sr=s~>= 3 掺 (iud> (C214 44> 


一 十 | 4 >>) 十 二 uad > 


G21 全 沁 十 | 人 V4>> 一 | 个 +>) 一 二 
luud>t—2|4 tr 一 |ty > 
一 人 >) 十 箱 环 项 ) 

Lp= PP, IQ wmlP, 二 > 一 一 睛 


oa- 有 (7. 6. 9》 
轴 此 质子 和 中 季 的 税 囊 比 为 
/im 一 一 六 {7.6.10) 


以 核子 磁 囊 为 单位 ,实验 上 测 得 ,一 2. 79 ,po 二 一 1.91, 帮 有 
295 


a 


mh 


Cpp/ Hin) 1.46 {7.6.11) 
可 见 其 实验 结果 与 sa(6) 夸 克 模 型 子 言 的 理论 结果 基本 一 致 ,我 
们 还 可 进一步 推广 这 个 铺 论 ,认为 重子 是 处 在 静止 状态 下 的 三 个 
夸克 束缚 态 , 若 不 考虑 夸克 轨 遂 和 角 动 量 , 则 每 个 重子 的 磁 征 正 是 其 
会 的 二 个 夸克 磁 短 欧 算 术 和 , 即 | 


L208 C7. 6. 12) 


2 容 训 
如 果 利 用 (?. 5. 47 忒 给 出 的 重子 A*" 的 夸克 波 函 数 , 并 假设 u,d,s 
三 种 夸克 其 有 相同 质量 , 则 有 


ja 一 之 和", 方 [Qos| 人", 二 >= 一 广 p {7. 6. 13) 
信 此 sx (6) 子 广 A 与 夺 子 的 磁 种 比 为 

ga os 

A 3 As 全 0. 93 {7. 6,14) 
然而 实验 上 测 得 

Fa 二 一 0. 614 士 0. 005 


这 说 明 奇 异 夸 克 s 的 质量 可 能 与 u 和 dd 硅 点 质量 不 同 , 央 uw 与 qd 
夸克 是 同 -… 个 同位 旋 二 重 态 , 人 在 略 去 电 七 作用 后 , 订 认 为 和 一 mu 
二 下, 在 静态 条 件 下 ,可 取 mo, 一 z2, 一 3m ,而 总 一 2 十 ze 出 此 订 
推 得 


mm 二 2 490MeV 


mm 一 于 ms 一 310MeV 


以 核子 磁 短 为 单位 , 则 有 
1 Coca 7. 6. 15) 
利 弄 已 给 出 的 重子 人 "的 夸克 波 函 数 ,不 难 求 得 
Ai 一 一 0.64 
此 信 与 实验 结果 茜 本 符合 ,由 此 可 看 出 唯 象 压 克 模型 对 精确 sc6) 
对 称 性 有 相当 好 的 修正 。 
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习 题 七 

7 一 1 证 谓 李 代数 sac2) 与 so(3) 是 同 构 的 。 

7 一 2 试 证 明 李 代数 swCN) 包 含 一 个 子 代数 su CN 一 1), 并 做 
出 sae(3) 基 础 表示 相对 su(2) 不 可 约 表 示 的 分 支 律 。 

7 一 3 试 做 出 sut4) 李 代数 的 根 图 及 其 各 个 基础 表示 的 权 图 。 

7 一 4 试 画 出 李 代 数 su《3) 不 可 约 表示 {15.3} 的 权 图 ,并 标明 
每 个 权 矢 的 和 多重 数 。 

7 一 5 试 求 出 李 代 数 Gy 不 可 约 表 示人 2;,0} 和 {0,3} 的 最 高 权 
及 其 表示 维 数 。 

?一 6 结合 第 四 之 的 杨 图 方法 与 本 章 的 根 权 方法 ,对 比 讨 论 
李 代 数 szC3) 以 下 不 可 约 表 示 的 直 积 约 化 : 

(11:0}0911.0}, (C2){1 ,0}50{1 ,0}0010,1}, 

(3){1,.0}60{10,2}，, C4){1,1}60{1,1} 

7 一 7 试验 证 李 代数 G 不 可 约 表 示 和 ,1}@810,1} = 二 {11,0} 昌 
{0,2}D{0,1}DB{0,0}。 

7 一 8 按照 swt3) 夸 克 模 型 , 试 给 出 10 重 态 重子 Zt 和 号 * 的 
夺 克 滤 函 数 。 

7 一 9 车 以 (7. 4 4) 式 给 出 的 害 阵 M 代表 腹 标 介子 8 重 态 ， 
并 以 甜 阵 元 <MIHIM> 和 =m 代表 静态 介子 质量 平方 , 试 导出 用 
宗 介 子 的 盖 尔 癌 - 欧 针 巴 质量 关系 ,并 以 实验 值 验证 之 。 

7 一 10 按照 Ls.66) 压 克 模型 , 试 讨论 重子 + ,和 如 -的 
磁 朱 ,并 与 实验 值 进行 比较 。 
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